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Exercice 1 : (3 pts )

du, — 2

n

On considere la suite (u,,) définie par : uy =4 et u, | =
’ ‘ 1+,

1- a) Vérifions que u,,; =4 — , pour tout entier naturel n

1+,
Soit n € N, on a :
6 4(u,+1) 6

_1—|—u”_ 14w, _1—|—u”
du, +4—6
B 14w,
-4, —2
14w,

1+un* n+1

6
1+u

Dot (Vn € N); u, 4 =4 —

n

b) Montrons par récurrence que 2 < u, < 4, pour tout entier naturel n
Pour n=0onau;=4et2<4<4
donc 2 <y <4
D’ou la proposition est vraie pour n =0
supposons que 2 < u, <4, pour n fixé de IN

Et montrons que 2 <w,, ; <4

, pour tout entier naturel n
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On a
2<u, <4 = 3<1+u, <5
N 1 < 1 < 1
5 14w, 3
I Y
5 14w, 3
5  1+wu,
90 8
S 14w, 5
= 4-2<4— 0 <4—-
S 1+uﬂ X
14
= 2< Upy1 < E
14
= 2<u,,,; <4 (car€§4)
’D’oﬁ d’apres le principe de récurrence, on a: Vn € N 2 <, §44|
. —1)(2—
0.25 pt 2 - a) Montrons que u, ; —u, = (1, 1 3_< u"), pour tout entier naturel n
uﬂ
Soit n € N, on a :
du, — 2
Up+1 Uy = 1 +un - Uy
. 4un —2— Uy, (1 + un)
; 1+,
_ 4un —2— Uy — (un)2
B 1+u,
_(un>2 + 3un —2
a 1+,
D’autre part on a :
= *
1+, 1+u,
o _<un)2 + 3un —2
N 1+u,
—1)(2 —
D’otu Vn € N unH—un:(u" 1>( )
0.5 pt T Un

b) e Montrons que la suite (u,,) est décroissante

_ (un B 1) (2 B un,)

On a pour tout entier naturel n : u, ;| —u

e 1+u,
On sait que : 2 < u,, <
Donc:1<u,—1<3Douu,—1>0
Et2<2—wu,<0Dou2—-u,<0
(https://steinmath.¢com 2/18 Option PC & SVT
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Alors (u, —1)(2—u,) <0

Et puisque : 3<14+u, <5douu,+1>0
—1)(2—

e (=D (@2~ w,)
1+u,

Alors : Vne IN) 5w,y —u, <0

IA

0

n

’D’oﬁ (u,,) est une suite décroissante décroissante. ‘

e Déduisons que (u,,) est convergente.

On a (u,) est décroissante et minorée par 2; (un > 2)

’Donc la suite (u,,) est convergente ‘

u
3 - Soit (v,) la suite numérique définie par v, = 1 . pour tout entier naturel n
— Un

ST . 2
0.5 pt a) Montrons que (v,) est une suite géométrique de raison 3
Soit n € N, on a :
9
Uiy = #‘n_ﬂ
—Unpp1
4u,—2
o 2- 1+u,
- 4u,—2
L— 11—5—71”
2(44u,)—(4u,—2)
. w0
T 14w, —(4u,—2)
1+u,
2+ 2u, —4u, +2
-~ 1+u, —4u, +2
_ —2u, +4
- —3u, +3
_ 2 (_un, + 2)
3 (_un, + 1)
_ g 2—u,
3 \1—u,
2
== §’Un.
on A g o . 2
Donc (v,) est une suite géométrique de raison 3
1 .
0.5 pt b) Montrons que u,, =1+ — 1 pour tout entier naturel n
1-(3)
SN . 2 .
On a (v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme v,
9 2\ " 9 n+1
D —uv " ==.(2) =(2
one v, =w-a" =3 (5) = (5)
car v, = = = =-.
" 1—wy, 1-4 -3 3
(https://steinmath.¢com 3/18 Option PC & SVT
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Et on a :
2—u,
Up = 1_ul :>Un<1_un> :2_un
n
=V, =0, U, =2—u,
jun_vvz'un:2_vn
=u,(l—v,)=2—uv,
= u, = 27 Uy
n 1 . Un
N 1—w, n 1
. —
! 1— Un, 1— Un
= =1
o * 1— n
B 1
= U, = 1+ 1— (2)71,+1
3
5 1
D’ou (Vneh\l),unzl—i-ﬁ
1-(3)
0.5 pt c) Calculons la limite de la suite (u,,).
1
limu, =1lim1 + T =1l+1=
1—-(3)
2 n+1
Car -1 < -<1=1 <*) =0
ar ) im | 3
‘Dot limu, = 2|
Exercice 2 : ( 3 pts )
Dans I’espace rapporté a un repeére orthonormé (0, i 7%), on considere les deux points A(—1,0,—1)
et B(1,2,—1), le plan (P) passant par A et de vecteur normal 7(2, —2,1) et la sphere (5) de centre
Q(2,—1,0) et de rayon 5
0.25 pt 1 - Montrons que 2x — 2y + z + 3 = 0 est une équation cartésienne du plan (P)
Soit M(x;y; z) un point de I'espace
On a (P) passant par A et de vecteur normal 7(2,—2,1)
Soit M(z;y;z) € (P)on a :
AM-7i=0<=2z+1)+(-2) x (y—0)+1x (z4+1) =0
=2rx+2-2y+2+1=0
=2 —-2y+2z+3=0
(https://steinmath.¢com 4/18 Option PC & SVT
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0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

’D’oﬁ Iéquation du plan (P) est 2z —2y+ 2z + 3 = O‘

2 - Déterminons une équation cartésienne de la sphere (5)
On a (59) est la sphere de centre €2(2; —1;0) et de rayon R =5
Soit M(zx,y, z) € (5)
On a: OM? =R*< (2 -2+ (y— (1)) + (2 —0)?> =52
S (x—22+y+1)2+22=25
s —dr4+44+ P2 +2y+1+22=25
sty + 22 -4 +2y+5-25=0

s+ +22 -4 +2y—20=0

D’oti I'équation cartésienne de la sphére (S) est 2% + 4% + 22 — 4o + 2y —20 =0

3 - a) Vérifions que la distance du point €2 au plan (P) est d(2, (P)) =3
_ [22q —2yg + 2o + 3]
V22 + (—2)2 +12
|2x2—2x(—=1)+0+ 3]
p VAt A+1
_|4+2+ 3

Ona: a(Q; (P))

‘Dot d(;(P)) = 3]

b) En déduire que le plan (P) coupe la sphere (S) suivant un cercle (7') de rayon a déter-

miner.
Ona:d(Q;(P))=3<R

donc le plan (P) coupe la sphere (5) selon un cercle (C') de rayon r

r=+VR2—d2
— \/52 _ 32
= V16
r=4
(https://steinmath.¢com 5/18 Option PC & SVT
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0.5 pt

0.5 pt

4 - a) Déterminons une représentation paramétrique de la droite ( A ) passant par {2 et per-

pendiculaire au plan (P)
On a (A) la droite passant par 2 et perpendiculaire au plan (P)
donc 7i est un vecteur directeur de la droite (A)

Soient M (x,y,z) € (A)ett € Rona:

,

r—2=2t

QM =tn <y 11=-2t /(teR)

r =242t

D’oti une représentation paramétrique de la droite ( A ) est (A) : < y =—1-2t\(t €R)

z =1

b) Montrons que le point H(0, 1,—1) est le centre du cercle (T")
On a (A) la droite passant par € et perpendiculaire au plan (P)
Et le plan (P) coupe la sphére (S) selon un cercle (C') de centre H
Donc H est le projeté orthogonale de € sur (P)

-

yg=—1—2t\(t € R)
donc H € (P)N(A) <=

ZH:t

Done : 2(2426)—2(—1—2t) 4t +3 = 0 D'olt : 4+ 4t +2+ 4t +14+3 = 0 Alors : 949 = 0

(https://steinmath.¢com 6/18 Option PC & SVT
than yesterday, tomorrow better than today



https://steinmath.com

Session : Normal 2024

0.5 pt

ntt|

Donc : t = —1 Finalement : yp=—1—2x(=1)=1

ZH:_l

’D’oﬁ H(0;1;—1) est le centre du cercle (I') ‘

c) Montrer que la droite (A) est une médiatrice du segment [AB]
On a : 7(2;—2;1) et AB(2;2;0)
donc - AB=2x2+(—2)x2+1x0=4—4=0
donc (AB) L (A)

Déterminons les coordonnées du milieu de [AB]

JJA+$B_ 1"‘(—1)

2 2 =0

yatys 240 _2
2 2 2

za+zp (1) + (= 1)__2__1
2 2 2

rmé direct (O, 4,v), on considére les points A

PS
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Comme :
a=V3(1—1)
G (Y2 V2
- 2 72
7T ..
e (5) ()
= Vb6 (cos (—%) + 4 -sin (—E»
Donc |a| = V6 et arg(a) = %[277}.
0.75 pt 2 - a) Montrons que g _3 +6\/§ + (1 +2\/§> i;Ona:
b 24+V3+i
«~ VB1—i)
2+ VB4
VBB
(24 V3 + i) (V3 +/30)

(V3 —V3i) (V3 + V/3i)
(2+V3) - V3+(2+V3) - V3i+iV3+i®-V3

V3 + V3
_ 2V34+3+2V3i+3i+iv3— V3
B 3+3
343+ 3V3i+3i
- 6
3+V3  3(V3+ 1)
= +
6 6
Donc:f:3+\/§+ V3 +1 1
a 6 2
Vérifions que — = 5 +3\/§ei§
a
On a : é:3+\/§—|—\/§+1i
a 6 2
3+V3 (1 V3+1 3
= 5T X 1
3 2 2 3++3
_3+VB (1 VB(VBHD) 3 .
3 2 2 V3(3+V3)
3+v3 (1 \/§>
= -+ —1
3 2 2
:3+3\/§-<cos§+i-sin73r>
BEESVGI
=" :
(https://steinmath.¢com 8/18 Option PC & SVT
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0.75 pt

0.5 pt

b) En Déduisons une forme trigonométrique du complexe b

b 3+V3 .
Ona:— = -e's
a 3
Donc : b= 3+\/§-ei'§>a
3
_ 3+\/§>€i; JBemit
3
- 3‘/6“/@) ei(5-3)
= 3 .

= (\/6—&-\/2) el
= (\/6+\/§> cos (%) +isin(

2)
12

Do = (1 v3) on (7)< (7)

Vérifions que b** est un nombre réel.

b = ((\/E—F \@) - cos (%) + - sin <%>>24

= ((\/6 + \/5))24 . (cos(24%) + 7 - sin (241—7;)) (Formule de Moiver)

= (VB+v2)"" - (cos(2m) + i sin(2r)

Diow v = (V6+v2)" eR

s
3 - Soit R la rotation de centre O et d’angle 5 qui transforme chaque point M du plan d’affixe

z en un point M d’affixe z .

”

On pose R(B) =B R(A)=A et R(A') = A
’ 1
a) Vérifions que z = 5(\/54— i)z
7
RM)=M &7 —0=¢e6 .

™

(z—0)
@z/:ezgw

y T . . m
®Z:<cos—+z~sm—>-z

6 6

, V3 1
<:>Z—(2+'l2 -z

’ 1
&z 25(\/3—1—@’)-2

T

12
’ 7 ].
R(A)=A <a 25(\/§+i)~a

Vérifions que arg (a') [271] o1 a" est I’affixe du point A’

9/18 Option PC & SVT
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Donc :

arg (d') = arg <;(\/§ +1) - a) [27]
= arg %(\/g +1i) + arg(a)[27]
= % — 2[277] car : (;(\/g—l—z) = ej6>
2m — 37
=1 1)
arg (a/) = %[2%]
Donc : arg (a') = %[271‘]

b) Montrons que l'affixe du point A" est a” = V6e'tz

Donc : la"| = ? + —i| -|al
=1-V6
= V6.
Par suite : arg(a’) = arg ((;(\/3%- z)) . a)
_ Vi1
= arg ((2 2@) ) + arg(a)[27]
=2-arg <\é§ ;z) + arg(a)[27]
27 T
5+ (7))
=2"13 [27]
= E[QT(]
a" =6- (cosﬁ+i-sinﬁ>
a" =6 e

D’oti I'affixe du point A est a” = v/6e' 2

0.5 pt Déduisons que les points O, A" et B sont alignés.
(https://steinmath.¢com 10/18 Option PC & SVT
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On a
7
b—0  (V2+16)-e12
a —0 P
V6 e 12
V246
V6
_VI2+6
6
_V3+3 R
3
Comme ——— € R
a —
Alors les points O, A" et B sont alignés
0.5 pt c) Montrer que b, Paffixe du point B, vérifie b = (3 +3\/§> a
R(B)=B &b =¢i-b
, (3 + \/§>
Sb = X aXxe's
3
b = (3 +3\/§> X V6 x €' x 't car: b= (3+3\/§> x V6 x e'fs (Voir question 2-b)
Sb = (3+\/§> x V6 x 't
3
sb = <3+\/§> x V6 x eli
3
b = (3+3V§> Xa car:a=oe D) = Vo't
0.5 pt d) Déduisons que le triangle OAB’ est rectangle en O
: ’ b, - 0
C : =
omme (OA,OB ) (a_()) [27]
b/
= arg () [27]
a
34v3 -
= arg ( 3 a) [27]
a
= arg (3 +3\/§ : z) [27] (Car:a=1i-a)
3 3
= arg(i)[27] ( +3\[ € [R*)
= T
(OA ,OB ) =7 (]
(https://steinmath.¢com 11/18 Option PC & SVT
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Donc le triangle OAB est rectangle en O

Exercice 4 : (2pts)

Une urne contient sept boules : quatre boules portant le numéro 1, deux boules portant le numéro

2 et une boule portant le numéro 3. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

1Ly 19 15 1

L’'urne U

On tire simultanément au hasard deux boules de cette urne.

0.5 pt 1 - Montrons que P(A) = %
Soit € 'univers des éventualités
On tire simultanément au hasard deux boules de 'urne
Donc : card(Q) = C2 = 21
Puisque les boules sont indiscernables au toucher alors on a une situation équiprobabilité
Dot : P(A) = Z—“%
A : tirée deux boules portent le nombre 2 , ot bien 1
card(A)=C{+C3=6+1=7
card(A 7T 1
Donc:P(A)zcaTiw;:ﬁ:§
0.5 pt 2 - Montons que P(B) = 2—51
B : Tirées deux poules portent les nombres 1 et 3 ou bien 2 et 2
Donc card(B) =C} x C{ +C3=4+1=5
card(B 5
Donc : P(B) = —card((w; =7
0.5 pt 3 - Calculons P(AN B)
AN B : tirée deux boules de méme couleur dont la somme égale a 4 (les deux boules tirées
(https://steinmath.¢com 12/18 Option PC & SVT
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portent le nombre 2)

card(ANB)=C3 =1

Donc : P(AN B) = <rdA0B) 1

card(w) 21
0.5 pt 4 - lindépendance des événements A et B.
Ona P(A) x P(B) = + x > = 2 £ p(AnB)
3721 63
’Donc A et B ne sont pas indépendants‘
Probleme : (8 pts)
Partie I : On consideére les deux fonctions u et v définies sur R par : u(zx) = e” et v(z) =
0.5 pt 1 - Tragons dans un méme repeére orthonormé les courbes (C,) et (€,) des fonctions u et v
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 73«
0.25 pt 2 - Justifions graphiquement que e’ — x > 0 pour tout = de R
On a pour tout z € R; (C,) est en dessus de (C,)
Alors pour tout  de R; e —x >0 ‘
3 - Calculons l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (€, ), la courbe (C,) et les droites
0.5 pt d’équations x =0 et x =1
Soit A l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C,), la courbe (C,) et les droites
(https://steinmath.¢com 13/18 Option PC & SVT
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d’équati =0etz=1
équations x etz=1_

|u(z) — z|ddz.u.s

e

/

1
:/ le? — z|ddz.u.s

0

/

Partie II : On consideére la fonction numérique f définie par f(z) =z + 1 —In(e* — x).

0.25 pt 1 - a) Vérifions que f est définie sur R
Soit D; la domaine de la définition de la fonction f
D;={z e R/f(z) € R}
={reR/e"—z >0}
D’apres question 2 Partie I on a Vx € R;e* —ax > 0.
Donc Dy =R
0.5 pt b) Montrons que pour tout z € R, f(x) =1 —1In (1 —ze )
Soit x € R f(:C)ZSlJ-I-l—ln(ew(l—ﬁ))
61‘
= IR (ln(e‘r) +1n (1— i))
e‘L
=z+1l—z—In(l—ze™)
=1—In(1—ze™)
1 —x *
Car : e et In(ab) =In(a) + In(b) ; (a,b) € RY
’Donc s f(2)l —1In (1 —ze™™)
0.5 pt c) Déduisons que 1in'{1 f(x) =1, puis interprétons géométriquement ce résultat.
T—r+00
Onposet=—xsiz—+ooonat— —o0
Comme lim —ze™ = lim te! =0
T—+00 t——00
Donc: lim 1 —ze ™ =1
T—+00
Dou: lim In(1—ze ™) =0
r—+00
Par suite lim 1 —In(1 —ze™™) =1
T—+00
Donc : xHTmf(x) =
Comme lim f(z)=1
T—+00
’Alors la courbe de la fonction f admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 au voisinage de 400
0.25 pt 2 - a) Calculons lim f(z)
T——00
On poset=—xsiz — —ocoonat— +o0
(https://steinmath.¢com 14/18 Option PC & SVT
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Comme lim —ze™ = limte! = +oo car: lim e = +o0
T——00 t—+00 t—+00
Donc: lim 1 —zxe™ =+
T—r—00
Dou: lim —In(l—ze ™) =—o0
T——00
Par suite lim 1 —1In (1 —ze™™) = —oc0
T——0Q0
Donc : lim f(z) = —o0
==
- 1
0.5 pt b) Vérifions que pour tout z < 0, f(z) =z + 1 —1In(—z) —In (1 — 7T>
re ¥
Soit < 0 flz)=z+1—In(e" —x)
e(L’
=z+4+1—1n <—x <——|—1>>
—x
1
= l—-In(—z)—In(1-—
fla) =2+ 1-ln(-x) ~In (1- )
Donc : ¥a < 03 £(x) = @ + 1 — In(—2) 1(1 1)
onc : Vz o Jflae) = @ —In(—z)—In|1-—
’ T
c) Calculons lim M puis déduisons que la courbe (Cf) admet une branche parabolique
r——00 I
0.75 pt de direction la droite d’équation y = x au voisinage de —oo
1
lim —~ = lim
T——00 I T——00 €T !
_ In <1 - — )
TR Y In(t)
Comme lim — =0et lim T lim —= =0
T——00 T—=—00 —I t—+oo ¢
Et lim —ze® = lim te! = +o0, d’ott lim =0
T——00 t——+o00 r——ocoxe T 1
1 In{1-— ﬁ)
Donc lim In (1 N —7) =0, alors lim ————*¢ 2 —¢
T——00 xre 7 T——00 T
n(1- )
1 In(— ol l—
Donc : lim 1+ — + n x>— re =1
T——00 x —X €T
D’ou : lim @ =
Or: lim f(z) —z= lim 1 —In(l —ze ™) =—ococar lim —In(l—ze™)=—0c0
T——00 T——00 T——00
Donc : (Cf) admet une branche parabolique de direction la droite d’équation y = x au voisinage de —oo
’ 1 — X
0.5 pt a) Montrons que pour tout » € R : f (z) = —
el —x
Soit z € R
On a f est dérivable sur R
(https://steinmath.¢com 15/18 Option PC & SVT
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(Vz € R): f@)=[s+1-In( -2) )
-1 M
e’ —x
_q_ e-’fw’ —1
e’ —x
_et—xr—e'+1
N e’ —x
/ 1—a
flay=—
’ 1 i
Alors | f () = — °
e’ —z
0.5 pt b) Etudions le signe de la fonction dérivé de f'(x) sur R
Le signe de f  est celui de 1 —z car e* —z > 0
fr)=0=1-2=0
sSr=1
T —00 1 +00
11—z + 0 -
Déduisons le tableau de variation de fsur R
T —00 1 +00
f (@) + 0 4
2—1In(e—1)
f / \
—00 1
f()l+1—In(e!—1)=2—1In(e—1)
0.75 pt c) Montrons que Iéquation f(x) = 0 admet une solution unique dans 'intervalle |—1; 0]

f est continue sur R (car f est dérivable sur R), et donc continue sur [—1;0]
f est strictement croissante sur [—1;0] (voir tableau de variation de f)
1
& f(-1)=—1+1—In(et+1)=—In(—-+1)
e
1 1 1
Or—+1>1=In(-+1)>0=—-In(-+1) <0
e e e
# f(0)=0+1—In(e"—0)=1>0

Donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires (T.V.1.)

, | L’équation f(x) = 0 admet une solution unique dans 'intervalle |—1; 0[‘

3 - La courbe (C’f) suivante est la représentation graphique de f dans un repere orthonormé

https://steinmathocom 16/18 Option PC & SVT
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0.5 pt a) Justifions graphiquement que ’équation f(z) = = admet deux solutions a et
On remarque d’apres la figure que la courbe (C f) de la fonction f coupe la droite d’équa-

tion y = x en deux points d’abscisses « et 5

Donc

Iéquation f(z) = x admet deux solutions « et ‘

0.5 pt b) Montrons que e —e’ = a — f3

(Il y as d’autre méthodes pour aboutir au résultat)

On a a et [ sont solutions de 'équation f(z) =z, donc f(a) =a et f(8) =0

fle)=a= fla)—a=0
= 1—In(e"—a) =0
= In(e" —a) =1
e —a=e @
fB)=8=f(B)—B=0
= 1—In(e’—3)=0
= In(e’— f) =1

sel—f=e @)

De@et @onae*—a=e’—f3

D’oﬁ’e“—eﬁza—ﬁ‘

0.5 pt 4 - a) Montrons que g admet une fonction réciproque g—! définie sur un intervalle J que 'on
déterminera
(https://steinmath.¢com 17/18 Option PC & SVT
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0.75 pt

On a g est continue sur |—oo; 1] (car dérivable sur |—oo; 1])
Et g est strictement croissante sur |—oo; 1] (tableau de variation)

Donc g admet une fonction réciproque g—' définie sur un intervalle J tel que :
J=g()

g(]—o0

)
;9(1)}
In(e — 1)]

;1

} lim
—oo—g(x)

] 2

05

Finalement ’J = |—00;2 — In(e — 1)] ‘

’

b) Vérifions que ¢! est dérivable en 1 et calculons (g7!) (1)
On a f(0) =1, donc ¢g(0) =1
/ 1-0
Or g est dérivable en 0 et g (0) = 90" 1+0
e J—

Donc ’ g~ ! est dérivable en 1 ‘

Et on a : <gl>/<1) _

g (91(1)>
1

9'(0)

= Q

Finalement (gl> (1)=1
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