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Exercice 1 : (3 pts)
L’espace rapporté & un repere orthonormé direct (O, ” , 7, F), soient les points 4 (0, 1,4), B(2,1,2),
C'(2,5,0) et Q(3,4,4)
0.25 1- a) Montrons que : AB A AC = 4(2i + j + 2k)
Ona: AB (2;0;—2) et E(Q;Zl; —4)
- 0 4 |, 2 2 |, 2 2.
D'ou: AB NAC = i — Jj+ k
-2 -4 —2 —4 0 4
= 8i—(—8+4)j+8k
= 8i+4j+8k
par conséquence : | AB A AC = 4(2;+ j+ QZ)
0.5 b) Déduisons la surface du triangle ABC et la distance d (B, (AC))
v La surface S, du triangle ABC
Ona AB AE(8;4;8)
1l — 1 1 1 12
Donc S50 = §HAB /\ACH: 3 8 +42 + 82 = 5\/14 =3 X 12 = 5 = 6(ua)
Sipc = 6(ua) ‘
v La distance d (B, (AC))
(AC) est la droite passant par A et de vecteur directeur AC
BA AN AC AB N AC
Doncd(B,(AC)):H — ”:” S H: 12 _ 1212
Rl ] vE R Ve
[d(B,(AC)) = 2]
2 - Soit D le milieu du segment [AC]
0.25 a) Vérifions que DS} = i (AB A E)
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0.5

Tp+xc 2 Yatyc 6
5 :§:1etyD: 5 :§:3etzD:

Donc D(1;3;2) et on a ©(3,4,4) donc DQ (2;1;2)

fatize 4
2 2

Onazxp= =2

1
D’autre part 1 (AB NAC ) a pour coordonnées le triplet (2;1;2)

1
Par conséquence | D) = E(AB NAC)

b) Déduisons que d(f2, (ABC)) =3
Ona DQ = i(AB A F) donc D} et AB N AC sont colinéaires

Or AB AN AC' est le vecteur normal au plan (ABC') donc D) est aussi normal au plan

(ABC)

ontrer la

r—8y—

A% (@)= 3 - 9-5= 4=2
2 2 2 4+2x4 1
Etonad(Q;(Q)):|x9+yﬂ+ so+d _2x3+4+2x4+d _ [18+d| _
22 412422 V9 3

Dou |18 +d|=6ca.d. 18 +d=60oul8+d=—6 D'oud=—120ud =—24

(www.steinmaths.com) 2/15 Option P /steinmj(h_

Today better than yesterday, tomorrow better than t



https://steinmath.com
https://steinmath.com

Session : Normal 2023

0.25

0.25

0.5

0.25

0.5

Donc (@) : 2z +y+22z—12 =0 et (Qy) : 2z +y + 2z — 24 = 0 Et par conséquence :

[(Q):20+y+2:—12=0]et | (Qy) : 20+ y+2:— 24 =0]

Exercice 2 : (3 pts)

Le plan complexe rapporté & un repére orthonormé (O, 4, ), soient les points A(a = v/2 + Z\/E),

B(b=1+V2+1i), C(c=0) et D(d = 2i)

1 - Ecrivons le nombre complexe a sous forme trigonométrique
On a |a| = \/ V2 =V24+2=V4=2 donca=V2+ivV2= \f(i—i— £>

, O
Par conséquence [a = 2 ( cos 1 + isin 1

2 - a) Vérifions que b—d =c¢
Onab—d=1+v2+i—2i=(1+v2)—i=b=c, donc|b—d=c]
b) Montrons que (V2+1)(b—a) = b— d et déduisons que les points A, B et D sont alignés
v Montrons que (V2 +1)(b—a)=b—d
Ona (V2+1)(b—a)=(V2+ 1)1+ V2 +i—V2—=ivV2) = (V2+1)(1 +i—iV?2)
Donc (V2+1)(b—a) =V2+ivV2—2i+1+i—iV2=1+V2—i=b=c=b—d

Ainsi | (V24 1)(b—a) =b—d

v Déduisons que les points A, B et D sont alignés

LN

Ona(\@—i—l)(b—a):b—ddoncz

—d
Puisque € R, alors Es points A, B et D sont alignés‘
a

b—

3 - a) Vérifions que ac = 2b

Onaac=(V2+ivV2)(1+V2—i)=V2+2—iV2+iV2+2i+2
ac=2+2vV2+42i =21+ V2 +1i) =
Donc
b) Déduisons que 2arg(b) = 2[27?]
On a 2b = ac donc 2b = ab, donc arg(2b) = arg(ab)[27]
Donc arg(2) + arg(b) = arg(a) + arg(b)[27] donc 0 + arg(b) = arg(a) — arg(b)[2n]

Donc 2arg(b) = arg(a)[27]

Ainsi | 2arg(b) = Z[Qﬂ
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4 - Soit R la rotation de centre O et d’angle Z et qui transforme chaque point M du plan d’affixe

z en un point M d’affixe z

7 1
0.25 a) Montrons que z = 50%

OnaR(M):M/@»z/—O:elg(z—O)éz/: (cos%—f—ising)z

, 1 T .., w 1
@z:fx2<cos—+zsm—>z:faz

2 4 4 2
|
Par conséquence | z = 5%
0.5 b) Déduisons que R(C) = B et que R(A) =D

’ 1
vV Onaz =—-az

1 1
§azC:§aCZ§X2b:b:ZB (car ac = 2b)
Donc |R(C) =B
7 1
v Onaz ziaz
1 1
iazA—ia \f—i—@\f (2+2\/§le 2) = 24i)=2i:d:zD
Donc R(A):D
_ 21 ==
0.5 c) Montrons que b-a = (\fQ ) a, puis déduisons une mesure de l'angle (AC ,AB)
c—a
— 2—1
v Montrons que b—a = (\/— ) a
c—a 2
Onab—a_b—a_1+\/§+z‘—\/§—¢\@_1+i(1—\/§)

c—a b—a 14+V2—i—V2—iv2 1—i(1+V2)
b—a  (14+i(1=v2)A+i1+Vv2) 14+i1+v2)+i(l—v2)—(1—v2)(1+V2)
c—a (1—i(l+V2)(1+i(l+v2)) 1+ (1+v2)?
b—a 142i—(1-2) 242  1+i  (2—=vV2)1+i)  (2—v2)(1+1i)

c—a  14142V/24+2 44202 2+vV2  (2-V2)(2+V2) 1—2

i:ZZ(Q_Q\@(Hi):(Q_Qﬁ) f(f iv2) = Q‘f ’ :\/52_%
D’ou b_a—<ﬂ_1>a
c—a 2

v Autre méthode

1 1 1
Ona(\@—Fl)(b—a):b—al:fac—ia2 car ac = 2b et R(A):Dc.é.d.dziaxa

2
1 b— 1 1 1
Donc (\@+1)(b—a):§ x a(c—a), d’ou C_Z =5 Xax NG =a X 5(\/5—1)
Finalement b—a = (ﬁ_ 1) a
c—a 2

v/ Déduisons une mesure de P’angle <AC ,AB

Ona (ﬁfﬁ) =arg (lc) : Z) [27] = arg (\/52_ 1a) [27] = (arg (ﬁg_ 1) + agr (a)) [27
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Exercice 3 : (3 pts)

DI || 2
DV || 9D

L'urne U, L’urne U,

On considere 'expérience aléatoire suivante :

7 On tire une boule de 'urne U, et on note le nombre a qu’elle porte, puis on la met dans I'urne

U,, ensuite on tire une boule de 'urne U, et on note le nombre b qu’elle porte ”

On considére les événements suivants :

A : 7 La boule tirée de 'urne U, porte le nombre 1 ”

B : 7 Le produit ab est égal a 2”7

Dans cette exercice, on va utiliser les combinaisons C?

0.5 1 - a) Calculons p(A)
On a card(Q) = Cf x C§ =36
Et 'événement A est réalisé lorsqu’on tire une boule portant le nombre 1 de I'urne U,
Donc card(A) = Ci x Cj =18
b - )
Alors | p(A) = %
0.5 b) Montrons que p(B) = % (On peut utiliser U’arbre des possibilités)
> Premiére méthode
L’événement B est réalisé lorsqu’on tire une boule portant le nombre 1 de 'urne U; et
une boule portant le nombre 2 de I'urne U, ou lorsqu’on tire une boule portant le nombre
2 de I'urne U, et une boule portant le nombre 1 de I'urne U,
(https://steinmath.¢com 5/15 Option PC & SVT
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Donc card(B) =Ci x C} + Cl x C: =3x2+1x3=6+3=9
carg(B) 9
D B = = —_—
one p(B) card(2) 36
1
Alors |p(B) = 1
w Deuziéme méthode (arbre des possibilités)
Tlrage de Tlrage de Le produit
'urne U, I'urne U, ab
1 / 0)-) 0
6
, ,‘9)9)9)I ’
0 = 1 0
1) 1)1 g \)_)
6
2 )—) 0
2
6
/\1)—’ !
4
0).0) 2 2829 1 6
DOV 3 | D
1) 1) 1 6 IF WE .l 2
6
oI
1 )
= B
6 K
1 )—) 2
3 /
2D 0
181 3
6
S
D’apres 'arbre des possibilités ci-dessus, on trouve que
3 2 1 3 6 3 9
B)= - B= — 4+~ ==
PB) =5 X155 6P P =35 55~ 35
1
Al -
ors |p(B) = A
0.75 2 - Calculons p(A/B)
s Premicre méthode
p(AN B)
Onap(A/B)=—F—
A=)
L’événement A N B est réalisé lorsque les deux événements A et B sont réalisé a la fois
c.a.d. lorsqu’on tire une boule portant le nombre 1 de 'urne U; et une boule portant le
nombre 2 de I'urne U,
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d(ANB 1
Donc card(ANB) = Ci x C3 =3 x 2 =6, doncp(AﬁB):mza(d(g)):;6:6
,

Or p(B) = i donc p(A/B) =

N o

2
Alors |p(A/B) = 3

- Deuziéme méthode (arbre des possibilités)

p(ANB)
Onap(A/B)=—F—
(A/B) =="5)
1 1 1
D’apres 'arbre des possibilités, on a p(AN B) = 3 ¥ 375
1 4
Donc p(A/B) = :6X4:6

col o 1 o =

Alors |p(A/B) =

3 - Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque résultat de 'expérience, le produit ab

1
0.25 a) Montrons que p(X =0) = 3
L’événement X = 0 correspond a tirer une boule portant le nombre 0 de 'urne U; et une
boule quelconque de I'urne U,
12
Donc card(X = 0) = C3 x C} =2 x 6 = 12, par suite p(X = 0) = 36
Remarque : On peut avoir le méme résultat en utilisant l’arbre des possibilités
1
Alors [p(X =0) = 3
0.5 b) Donnons la loi de probabilité de X
On a X(2) ={0;1;2;4}
1
p(X=0)= 3
card( X =1) CixC} 12 1
X = 1 = = = — = —
p( )= ard 36 36 3
1
p(X=2)=p(B) =
card( X =4) C}xCi 3 1
X == 4 = = —_ =
i )= @) 36 36 12
D’ou la loi de probabilité de la variable aléatoire X
x; 011]2] 4
171111
X=z)|z|=z|-|—=
P =) 505031
c) On considere les événements
M : "Le produit ab est pair non nul” et N : ”le produit ab est égal a 1”
(https://steinmath.¢com 7/15 Option PC & SVT
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0.5

Montrons que les événements M et N sont équiprobables

Montrer que ces deux événements sont équiprobables revient a montrer que p(M) = p(N)
L’événement M est équivalent & trouver que ab = 2, ou ab = 4 c.a.d. au événements X = 2
ou X =4,donc M =(X=2)U(X =4)

Et comme (X =2)N(X =4) =0, alors p(M) = p(X =2)+p(X =4) =

=
—
]
—
]
W=

b I KW P P ST SUN, R ! k] e L1 e l P 1 1
=t x I

- av n‘__SI WAL 0 T W W — I y " M

0.25

0.5

Donc p(N)=p(X =1) ==

Donc p(M) = p(N), et par suite |les événements M et N sont équiprobables

Remarque : On peut avoir les mémes résultats en utilisant [’arbre des possibilités

Exercice 4 : (11 pts)

Soit f la fonction numérique définie sur |0; +oo par : f(z) =2— = + (1 —Inz)’
x

Et (C”’f) sa courbe dans un repere orthonormé (O,; ,7) (unité : 1 cm)

3r —2—2zxl In z)?
1 - a) Vérifions que : Vx € ]0; +00] : f(x) = v zlnz + z(Inz)

x

2
Pour tout z de ]0,+oo[ on a : f(#) =2 — = + (1 —Inz)’
x

2¢—2+xz(1—Inz)’
x
2
2x—2+x(1—21nx+(lnx) )
x
20— 24z —2zlnz+z(Inz)’
x

3¢ —2—2zInz+ 2z (Inz)’
x

Alors | f(z) =

1 2
b) Montrons que limz(Inz)? = 0 et que lim (Inz)
=0 T—+00 €T

=0 (On peut poser : t = \/z)
x>0

mMontrons que lirglx(ln )2 =0

x>0
2
On a limz (Inz)* = lim (\/Eln <\/§2>> = lim (2v/z1n (\/5))2
0 0 0
Soit t = v/z, on a z — 0" =t — 0% donc limz (Inz)”* = lim (2¢tInt)* = 0

20 t—0
x>0

Car lfirglt Int =0
t>0

Finalement lir{l:z:(ln )2 =0

>0

Inz)?
wMontrons que lim ( )
r—+00 X

On a lim (Inz)° — lim (m(m> " im (W)Q

T—-+00 T T—+00
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2 - Montrons que pour tout z € ]0; +oo[ : f (2) =

Inz)? Int)?
(Inx) — lim (2 nt) _o
T—+00 € t—+00 t

Soit t = /z, on a * — +00 = t — +00 donc lim

Car lim ln—t =0
t——+o00

In z)*
En fin| lim (Inz)
Tr—+00 X

=0

c) Déduisons que 1}31 f(z) = —o0, puis donner une interprétation géométrique du résultat

x>0
Déduisons que l’irglf(:z:) = —o0
220
On a lim3z — 2 = —2 et limz (Inz)* =0 et limz Inz =0
0 0 0

—2

Donc lim3z —2 —2zInz + (Inz)® = —2 et puisque lim— = —o0

x>0 x>0

3z —2—2z1 Inz)’

Alors lim f () = lim * zlnz+z(lnz) = —00

T T x

x>0 x>0
limf(z) = —o0

x>0

Interprétons géométriquement le résultat

Puisque lim f () = —o0

x>0

Alors|la droite d’équation x = 0 (I’axe des ordonnées) est une asymptote verticale a (G/‘)

d) Calculons lim f(z), puis trouvons la branche parabolique de la courbe (C;) au voisinage

T—+00
de +oc0

Calculons lim f(x)
T—+00

Ona lim Inz = +o0o donc lim 1—Inz = —oo done lim (1 —1Inz)* = +oo
T—>+00 T—>+00 T—>+00

2
Et puisque lim = =0 alors lim f(z) = lim 2— = + (1 —Inz)’* = +o0
T—+00 T—+00 T—+00 x

Montrons que la courbe (C“’ f) admet une branche parabolique de direction

I’axe des abscisses au voisinage de +oc0

2
Ona: lim f(x) i 3z —2—2zlnz+z(Inx)

T—>+00 T T—>+00 q}2

2 Inz Inz)>
Car lim — — — =0, lim — =0 et lim< ) _
T—+00 T r—+00 X T—-+00 T

Donc lim f(x) = +oo et lim ()
T——+00 r—+o0 I

=0

D’ou (C’f> admet une branche parabolique de direction ’axe (Ox) au voisinage de +oo

21—z +zlnx)
2

X

2
La fonction = + 2— — est une fonction rationelle dérivable sur R* donc dérivable sur |0, +o00|
x

z + Inz fonction logarithme népérien dérivable sur |0, +o00[ donc x - 1 —Inz est dérivable

sur |0, +oo[ d'ott 2 - (1 — Inz)* est dérivable sur ]0, +oo]
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Et alors f est dérivable sur |0, +oo[ comme somme de deux fonctions dérivables
Et, pour tout 2 de ]0,+oc[ona: f (x) =0—2 x ;—21 +2(1— lnq:)/ (1—Inz)
=%+2x _71 < (1—1nz)
_ % N 2 (In ;: —1)
21+ z(Inz —1)]
= s
Finalement | f () = 21 = :l:;_ zlna)
3 - En exploitant le tableau de variations de la fonction dérivé f de f sur ]0; +-o0]
0.5 a) Prouvons que f est strictement croissante sur ]0; +oo[ puis dressons le tableau de varia-
tions de f
Prouvons que f est strictement croissante sur |0; +oo]
D’aprés le tableau de variations de f’
0 est la valeur minimale absolue de la fonction f* sur Vintervalle |0, +oo|
Donc f' (x) > 0 pour tout z de ]0,+oo[ ( avec I’égalité ssiz = 1)
D’ou ’ f est strictement croissante sur |0, +C>CH
Dressons le tableau de variations de f
x 0 1 400
f(2) + 0 +
400
f) /
—00
0.5 b) Donnons le tableau de signe de la dérivée seconde f" de la fonction f sur
0; +-o0]
D’aprés le tableau de variations de f’
La fonction f* est strictement décroissante sur les deux intervalles ]0, 1] et [3, +oo[
Donc f est strictement négative sur chacun des deux intervalles ]0,1[ et |3, +-00]
Et f est strictement croissante sur [1, 8], alors f est strictement positive sur |1, 8]
Et puisque f  est est dérivable en 1 et 3 (car elle est dérivable sur |0, +oo[ ), et change
sa monotonie en 1 et 3 alors f s’annule en 1 et /3
(https://steinmath.¢com 10/15 Option PC & SVT
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x 0 1 B +o0

c) Déduisons la concavité de la courbe (C“’f) et précisons les abscisses de ses deux points

d’inflexion

”

Déduisons la concavité de la courbe (€;) On a Va € ]0,1[ U [8,+oo] f (2) <0

donc | (€;) est concave sur J0,1[ et [3, +00]

Et Vo €1, f (z) >0 donc|(€;) est convexe sur |1,

z 0

Précisons les abscisses des deux points d’inflexion de la courbe (6’ f)

La fonction f” s’annule et change de signe en 1 et 3

Donc la courbe (C”’f) admet deux points d’inflexion ’ AL, f(1)) et BB, f(B)) ‘

4 - La courbe (€,) ci-dessous est la représentation graphique de la fonction g : x = f(x) —z et

qui s’annule en a et 1 (a & 0.3), et (A) la droite d’équation y = =

-3+

a) Déterminons le signe de la fonction g sur |0; +o0]
D’apres la représentation graphique de la fonction g on a :

La courbe (C”’ ) est en dessous de I’axe des abscisses sur chacun des deux intervalles |0, /]

9
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et [1, +oo[, donc ’g (x) <0 pour tout = de 'intervalle 0, a] U [1, +o0] ‘
Et (C’ g) est au-dessus de I’axe des abscisses sur U'intervalle [1, o]
Donc ’g (x) > 0 pour tout = de l'intervalle [a, 1] ‘
0.5 b) Déduisons la position relative de la droite (A) et la courbe (C;) sur les inter-
valles [«; 1], ]0;a] et [1;+o0]
D’apres la question précédente on a Va € ]0,a] U [1, +oo[ g(x) <0
Donc Vz € ]0,a] U [1, 400 f(z) <z
D’ot |la droite (A) est au-dessus de (€;) sur les intervalles ]0, a] et [1, +oo|
D’autre part on a Vz € [a, 1] g(z) >0
Donc Vz € [a, 1] f(x) >
D’ot |la droite (A) est en dessous de (€;) sur 'intervalle [c, 1]
1.5 5 - Construisons la courbe (C’f) et la droite (A) dans le repére (O,;,f)
(On prend : @~ 0.3 ; f=~49 et f(5)~1.9)
=
—2
—3
0.5 6 - a) Vérifions que la fonction = — 2z — rlnz est une primitive de la fonction
1 —Inzx sur [a;1]
Les deux fonctions z + 2z et « — —x sont des fonctions polynémes dérivables sur [« 1]
Et z — Inz une fonction logarithme népérien donc dérivable sur [a, 1]
(https://steinmath.¢com 12/15 Option PC & SVT
\ than yesterday, tomorrow better than today )



https://steinmath.com

4 )
Session : Normal 2023
Alors x = 2z — zInx est dérivable sur [a, 1]
Et pour tout x de [, 1] on a :
(22 —zInz) = (2z) — (z1ln x)
=2— (1 X Inx+x X 1)
x
=2—-Inz—1
=1—Inx
D’ou ’:1: - 2z — zInz est une primitive de la fonction = — 1 — Inz sur [« lu
1 b) En utilisant une intégration par parties, montrons que :
1
/ (1—Inz)’dz =5(1—a)+ a4 —Ina)lna
“ 1
On va utiliser une intégration par parties sur U'intégrale : [ = / 1x(1—In x)2 dx
On pose u(x) = (1 —Inx)? et v(x)=1
’ _2 1 - 1
Donc u (x) = —2(-lnz) et v(z)==z
x
1
—2(1-1
I= [:c(l—lna:)ﬂl —/ T X wdm
« o xT
1
= (1—ln1)2—a(1—lna)2+2/ (1 —Inzx)dx
) 1
=l—a(l—Ina) +2[2x—xlnx]
=l—a (1—21na+ln(a)2) +2(2=Inl—2a+alna)
=l—a+2alna—a(na)’+4—4a+2alna
=5—5a+4alna—a(Ina)’
Finalement |/ =5(1 -~ o) +a (4 —Ina) lna‘
0.75 c¢) Déduisons, en fonction de «, ’aire de la partie du plan délimitée par la courbe
(Gf), I’axe des abscisses et les droites d’équations t =a et z =1
1
Ona A= / |f(z)|dx u.a et f continue et strictement croissante sur [, 1]
«
Donc Vz € [a,1] on a f(a) < f(z) < f(1)
Et puisque g(a) = g(1) =0 alors f(a) =aet f(1)=1
Dot a < f(x) < 1 pour tout x de [a, 1], c’est-a-dire f est positive sur [a, 1]
(https://steinmath.¢com 13/15 Option PC & SVT
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Par conséquent : A = / f(z)dz u.a

«

:/1 (2—i+(1—1nx)2>dwu.a

D’ou hmu =1
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