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Exercice 1 : (2,5 pts)
2 2—v2
Soit (u,) la suite numérique définie par : uy, =2 et wu, = \qun + 2\[ pour
tout n de IN.
0,5 pt 1- a) Montrons que pour tout n de N, w,, > 1.
Pourn=0ona: wu;=2>1 donc wu,>1 (vraie).
Supposons que :  Vn € IN; w, > 1 et montrons que : u, ; > 1
VneN ; Ona:
2 2
U, >1 < \gun>1><\2f
V2 2-V2 V2 2-V2  2-V2442
= ~“u, + > = 4 =
2 2 2 2 2
2
<~ un+1 > - = 1
2
Donc d’aprés le raisonnement par récurrence on a : ‘ VnelN; u, >1 ‘
V22 A
b) Montrons que pour tout n de N, u, ; —u, = 5 (u,, — 1) et déduire que
0,75 pt la suite (u,,) est décroissante et convergente.

Soit n un entier naturel, on a :

V2 o 2-V2

Upy1 — Up = 7“71 9 — Yn

2 2—vV2 2 V2 2 V2—2 V2 2 V2 -2
= —u,t — U, = Uy — U, — ===z lu,—
2 2 2 2 2 2 2 2 2
2—2
D’ou : VnE]N;unﬂ—un:\[2 (u, — 1)
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e Déduisons que la suite (u,) est décroissante et convergente :
On a : pour tout n de N, u,, > 1
donc : pour tout n de N, u,, —1 >0
De plus, vV2—-2<0 dou wu,,; —u, <0
Il s’ensuit que la suite (u,, )est décroissante.

Et comme (u,,) est minorée par 1 alors elle est convergente.

2 - On pose pour tout n de N, v, =u, —1.

0,5 pt a) Montrons que (v,,) est une suite géométrique et déterminons sa raison et son
premier terme.
Soit n de IN, on a :
Unt1 = Upq1 — 1
2 2—vV2
= £un + V2 —1
2 2
V2 2—v2-2
= 7un 4+ —
2 2
V2 V2
T2
V2
= —(u,—1
V2
=
2 n
. . ) 2 .
Donc (v,,) est une suite géométrique de raison g = -5 et du premier terme :
0,5 pt b) Ecrivons u, en fonction de n puis déduisons la limite de la suite (u,,).
On sait que (v,,) est une suite géométrique de raison ¢ = o5 et du premier terme :
’Uo - 1
Donc: VneN ona: v, =v,x ¢"°
vz)"
Donc: Vn e N ; v, = - et comme pour tout n de N, v, = u,, — 1 alors pour
tout nde N, u, =v, +1
n
2
Dou (Vne NN ; u, = ({) +1
e En déduire la limite de la suite (u,,) .
2 2\"
Puisque : —1 < £ < 1alors lim £ =0 donc:| lim uw, =1
2 n—-+00 2 n—+o0
0,25 pt c) Calculons la somme S = ug+u; +uy + - + Uggo1 -
Ona: SZUO+U1+U2+ """ +U2021
= S=vy+1+v;+1+vy+1+ - + V091 +1
:>S:/U0+U1+U2+ """ +U2021+1+1+1+ """ +1
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1 — ¢(2021-0+1)

0,25 pt

0,5 pt

0,25 pt

— § =y x —E——— +(2021—0+1) x 1
—q
2022
2
- (f)
2
= S=1x + 2022
2
V2
2
2022
(V2
2
= S = + 2022
2—-V2
2
22022 . \/52022
922022
= S=—""——+2022
2—v2
2
22022 o 21011
22022
2—v2
2
22022 . 21011 2
22022 o 21U11 1
— S e m X 22021 + 2022

Exercice 2 : (3 pts)
Dans ’espace rapporté a un repére orthonormé directe (O,;,T, F), on consideére les

deux points A(1,—1,1) et B(5,1,—3). Soit (S) la sphére de center €2(3,0,—1) et de rayon

R =3, et (A) la droite passant par le point A et de vecteur directeur ;(2, —-2,1).

1- a) Calculons la distance QA4 :

= |4
\/(iUA —20)* 4 (ya — yo)® + (24 — 20)°
=132+ (-1-02+(1—(-1))7?
= V/(-2)? )2+ (2)2
2 m
=9

Donc

b) Montrons que les droites (A) et (2A4) sont perpendiculaires.
Ona: ;(2, —2,1) est un vecteur directeur de la droite (A), donc :
QA - u =2x(=2)+(=2) x (=) +1x2=—-4+4=0
Donc les deux vecteurs QA et u sont orthogonaux. Par suite : (A) L (24)

c) Déduisons la position relative de la droite (A) et la sphére (S).
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On a QA =3= R donc A € (5)
D’autre part, A € (A) et les droites (A) et (2A) sont perpendiculaires

Donc (A) est tangente a la sphere (S) en A.

0,5 pt 2 - Soit M,(2a—3,3—2a,a—1) avec a € R, montrons que AM, = (a—2); et déduisons
que M, € (A) pour tout a € R
Ona:AM, = (mMa —xA)i + (yMa —yA)j + (ZMa —2A>k
=(2a—3-1)i +(3—2a+1)j +(a—1—1k
= (2a — )z +(4- 2a)] + (a— 2)k:
=2(a 2) —2(@—2)j+(a—2)k
(a—2)(22 —2j —|—k‘)
Donc : | AM, = (a — 2)i
Par suite, les deux vecteurs u et AM, ., sont colinéaires; et comme A € (A) alors M, € (A).
0,5 pt 3 - a) Vérifions que 2z — 2y + z — 9a + 13 = 0 est une équation du plan (P,) passant
par le point M, et perpendiculaire a la droite (A)
Le plan (P,) est perpendiculaire a la droite (A), de vecteur directeur 17(2, —2,1).
Donc u est un vecteur normal au plan (P,), par suite I’équation cartésienne du plan
(P,) s’écrit :
(P,) : 2z —2y+z+d=0avecd e R
Comme M, € (A) alors 2zy, —2yy, +2y, +d=0
= 2(2a—3)—2(3—2a)+a—1+d=0
= 4a—6—-6+4a+a—-14+d=0
= 9%a—-13+d=0
= 9%a—13+d=13—-9a
Dol [ (Py)+2c =2y +2+13—9a =0
0,5 pt b) Montrons que : d (£, (P,)) = |3a — 6]
2w — 2 13—-9
Ona:d(Q,(P,) = 2% yQ+ZQ+ il
\/22 2112
_|2x3— 2><0+1><( 1) 4+ 13 — 9q]
\/22 2112
_6—04(— )+13 9a\
a Vi+4+1
|18 — 94
V9
6—3
= 3'3“’ =16 — 3a|
Donc‘d P,)) =[3a— 6| ‘
0,5 pt c) Déterminons les deux valeurs de a pour lesquelles le plan (P,) est tangent a
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la sphere (S).

Comme le plan (P,) est tangent a la sphere (S) alors d (2, (P,)) = R
Donc |3a — 6| =3

ca-d:3a—6=3 ou 3a—6=-3

cca-d : 3a=34+6 ou 3a=6-—3

v —t e —

0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt

AN Cane auram Av S 4 orer ot O

c—a—d:‘a:B ou azl‘

Exercice 3 : (3 pts)

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé directe (O, 17, ;), on considére
les points A, B et C' d’affixes respectives z, =1+5i, 25 =1—>5i et 2o =5 — 3i.
1 - Déterminons le nombre complexe z;, affixe du point D milieu du segment [AC]|

zZp+ 20
2

On a : D est le milieu du segment [AC] donc zp =
14+5i+5—3  6+2i
2 2

~ [=r]

2 - Soit A ’homothétie de centre A et de rapport % Déterminons le nombre com-

plexe z, affixe du point F I'image du point B par h.

e

Ona:h(B)=FE < AE = 1AB

— ZE—ZA:%<ZB_ZA)
<~ ZE:ZA+%<ZB_ZA)

.1 . .
= zE:1+51+§(1—51—(1+51))
1
= zE:1+5i+§(1—5i—1—5i)
1
= zE:1+5i-|—§(—1Oi)

e zp=1+5i—5i

<~ ZEzl

3 - On considére la rotation R de center C d’angle (;), déterminons ’image de B

par R.
Soit M I'image de B par R, donc R(B) =M < z,,— 2o = e*ig(zB —20)

= oy = e*ig(zB —20) + 20

K T L. —T .
Comme e7'3 = cos (——) + isin (—) = —i
2 2

alors z;;, =—i(1—51—5+3i)+5—3i

= oz =—i(—4—2i)+5-3i

= 2, =4i-245-3
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0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt

4 -

c) Déterminons la forme trigonométrique du nombre

Donc I'image de B par R est D
Soit F'le point d’affixe zp = —1+1

D A FFTFE _ 4

a) Vérifions que : X =

fFF T %A D T *E
Ona: 2D %A 2P =25 _ 3+i.—(1+5i). X—l-i-.i—l
2p—2y Zp—zp —14+i—(14+56i) 3+i-1
3+1i—1-—5i X—Z—I—i
—14i—-1-5i 2+1
2—4i X—2+i
—2—4 2+1i
2(1—20) i(1+2i)
2(1+2i) ~ i(1—2i)
1—21X1+21
1421 1-—-2i
D" %A FFTZE _ 4

Donc

RF—RA D — RE

b) En déduisons que (AF,AD ) + (ED ,EF) = 7[27].

Ona: (AF,AD ) n (ED EF) = arg (ﬁ’—z"‘—> +arg (M) [27]
Zp— 24 AD T 2R
arg (ZD_ZA X ZF_ZE) [27]
RFp—RA D — RE
arg(—1)[27]

= m[27]

Donc (ARAD)+(MLEF)Eﬂ%y

ZE T AF
ZA T AR
zp—2p  1—(=1+1i)
zg—zp 1 +51— (=141)
1+1-1i
1+56i+1—1
2—i
2+ 4i
i1+ 2i)
S 2(1 4 2i)

On a:

— 1
Donc zj = Z: == <cos (=%) +isin (—E)>

e Déduisons la nature du triangle AEF.

Ona: ((FA ,FE) =arg ‘B *F [27]
FA T FAF
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Et d’aprés ce qui précéde on a : zj : zi = % (cos (—%) +1isin <—g>)
Donc arg (ij:?;) = —g[Qw]
D’oit ((ﬂ’, ﬁ) = —g[zﬂ
Ce qui nous permet de déduire que ’1e triangle AEF est rectangle en F.
0,5 pt d) Déduisons que les points A, D, E et F appartiennent a un cercle dont on dé-
terminera un diameétre.
On a: DT A FFTEE _ et Mz—li = MEHR
Zp—Z4 2Ep—Zgp Zq4— Zp 2 Z4— 2p
Donc les points A, FE et F' ne sont pas alignés. Il s’ensuit que les points A, D, E et F sont
cocycliques. Et comme le triangle AEF est rectangle en F) alors les points A, D, E et F
appartiennent au cercle (I') de diameétre[AFE].
Exercice 4 : ( 3 pts )
Une urne contient trois boules blanches, quatre boules rouges et cinq boules vertes
indiscernables au toucher.
On tire au hasard et simultanément trois boules de 1’urne.
? 90 99
\B) B !t*ﬁ v
Tirage simultané de trois boules
Puisque les tirage est simultanément de trois boules parmi douze boules, alors chaque pos-
sibilité est une combinaison de trois éléments parmi douze éléments. Le nombre de cas
possible est le nombre de combinaison de 3 parmi 12, donc :
C’ard(Q):Cf’QzAT%z123>;121>Z<11():2><11><10:220
Puisque les douze boules sont indiscernables au toucher, alors la condition d’équiprobabilité
est vérifiée le long de l'exercice. Donc :  p(evenement) = Cardc(’iz:;rz;?ent)
1 - On considére les événements suivants :
A : « Obtenir exactement deux boules rouges »
B : « Obtenir exactement une boule verte »
0,75 pt a) Montrons que : P(A4) = g et P(B) = %
e A: « Obtenir exactement deux boules rouges » : {RRE}
Pi4)= gZZZEéi - 022;005 - 62208 - ;2% - % Done | P(4) = g
www.steinmaths.com Option PC & SVT
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e B : « Obtenir exactement une boule verte » : {VTV}
Card(B) CixC? 5x21 105 21 21
B) = Card(©) 220 20 230 aa Done [PBI=7g

0,75 pt b) Calculons P(A/B) : la probabilité de I’événement A sachant que 1’événement
B est réalisé.
P(ANB)
: P(A/B) = ————=
Ona: P(A/B) P(B)
L’événement : AN B « Obtenir deux boules rouges et une boule verte » : { RRV}
Card (AN B) C2 x C} 6x5 30 3
P(AN B) Card(Q?) 220 220 220 _ 22 _ 2
WE =P P(B) 21 2~ Tal TRy
44 44 44 44
2
Donc |P(A/B) = =
Puisque P(A/B) # P(A) alors Les événements A et B ne sont pas indépendants.
2 - Soit la variable aléatoire X qui associe a chaque tirage le nombre de boules vertes
tirées.
1 pt a) Déterminons la loi de la de probabilité X.
Les valeurs prises par X sont : 0;1;2;3
e X=0—{VWV} o X=1—{VWV}
o X:2—>{VV‘7} e X=3—={VVV}
(05 35 7
N P X = = 7 = —— = —
Ona:P(X=0)=""000) = 290 ~ 1
21
P(X=1)=P(B)=—
(X=1)=P(B)= "1
C2 x C 70 7
P(X=9)= 85" "7_ — _ _
( ) card(2) 220 22
c3 10 1
P(X =3) = b, & -~ _
( 3) card(2) 220 22
Donc on peut résumer la loi de probabilité de X dans le tableau suivant
T; 0 1 2 3
21 1
44 44 22 22
0,5 pt b) Calculons la probabilité d’obtenir au moins deux boules vertes.
7 1 8 4
4
Donc la probabilité d’obtenir au moins deux boules vertes est : | P(X > 2) = 1

Exercice 5 : (8 pts)

On considére la fonction f définie sur [0;+oo[ par : {

fl@)=a*(nz—1)° ; >0

f(0)=0

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé <O,; ,7), (unité : 1em )

https://steinmath.com 8/14 Option PC & SVT
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0.75 pt 1 - Calculons wEwa(x)
On sait que : Il_l)gloo (Inz—1)° = 400 (car : Il_l}gloo Inz =400) et zEme4 = 400
Donc : xgrfoof( x) = +00
e Déterminons la branche infinie de (C) au voisinage de +oo
oni i A= gy LD 1) o e g
et xggrnoo (Inz—1)* = +00)
Donc : wl_l}inw@ = 400
(C) admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées au voisinage de +00
0.5 pt 2 - a) Montrons que f est continue a droite au point 0.
e Calculons : ldgrolf(x)
>0
lim f(z) = lzi£r01:v4(lnw —1)? = lim (2*(Inz — 1))* = lim (2% In 2 — w2)2 =0
(Ig;r : gggzzzolnx =0 et 1}1132‘)2 =0) -
Comme I>Ll;1£IU1f(:z:) =0= f(Oa)v>O alors f est continue a droite au point 0.
0.5 pt b) Etudionsmfaol dérivabilité de la fonction f & droite en 0.
On a: lllglgf(xai : £<0) = ng}ff) = 111£r01$4(m+_1)2 = 130131[)1303 (Inz — 1>2
>0 >0 >0 >0
= limw = limz X (z(lnz—1))> =0 (Car : limzlnz=0 et limz=0
iy 20 20 0 0
Alors f est dérivable a droite en 0 et on a | f7(0) =
e Interprétation géométrique :
On a f(0) = 0 alors (C) admet une demi tangente horizontale a droite de 0.

0.75 pt 3 - a) Montrons que : f'(z) =223 (Inz — 1) (2lnz — 1) pour tout x de lintervalle ]0; +o0|
On sait que la fonction x +— 2% est dérivable sur ]0;+oo[ (restriction d’une fonction
polynome) et z - (Inz —1)* est dérivable sur ]0; 00| (car 2 - Inz est dérivable sur
]0; +-00[). Donc f est dérivable sur |0;4+o00[ comme étant le produit de deux fonctions
dérivables sur ]0; +o0o].

Alors Vz € J0;400[ ; on a:
f(@) = (4 (nz 1) = (@) (Inz — 1 +2* (ina—1)%)’
— f'(z) =42 (Inz —1)° + 2* x 2(lnx— 1) (Inz —1)
=423 (Inz — 1)° + 22* x — (lnm —1)
=423 (Inz — 1)° + 223 (lnx —1)
=223 (Inz — 1) (2(Inz — 1) + 1)
=223 (Inz —1)(2Inz —2+1)
=223 (Inz —1)(2Inz — 1)
Donc ‘Vm €]0;+00[ ; f/(z) =223 (Inz—1) (2Inz — 1) ‘
0.5 pt b) Dressons le tableau de variations de f.
https://steinmath.com 9/14 Option PC & SVT
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0.5 pt

0.5 pt

e Etudions le signe de f’(z) :
Vx € ]0;+oc[ ; ona: 2x3 > 0 donc le signe de f'(z) est le signe de (Inz — 1) (2Inz — 1)

Ve €]0;+00][ ; ona: (Inx—1)2lnz—1)=0 < Inz—1=0 ou 2hz—1=0

1
< lnz=1 ou lnx:§

1
<~ r=¢€¢ ou T =e2

< r=e ou x=/e
La fonction z — Inx est strictement

croissante sur J0; +oof, alors : Tableau des variations de f sur ]0; 4o00] :

e Si z>e < Inz>In(e) x 0 Ve e “+00
<~ Inz>1 <+ lnz—-1>0 93 0 I n 4
o Si r<e < Inz<ln(e)
<~ Ihr<l < lnz—-1<0 Inz—1 - - 0 +
e Si x>\1/5 < Inz > In(y/e) olna — 1 _ 0 y n
= lnx>§ <~ lnzx—1>0
e Si z<, e < Inz<In(e) f'(x) + 0 - 0 +
1
<:>1nx<§<:>1na:—l<0 e? +00
2 2 4
C = () (mve 1) | @ T S T
e? 0 0
* fle) = ()" (Infe) —=1)" =0
4 - a) Etudions le signe de f”(z) sur ]0; 4oc].
Vo €]0;4+00[ ; ona: f’(x)=22%(6lnx—>5)Inx.
Comme Vz € ]0;+00[ ; 222 >0 donc le signe de f”(x) est le signe de (6Inz — 5) Inz
Ve €]0;400[ ; ona: (6lnz—5)lne =0 < Inz=0 ou 6lnz—5=0
<= z=1 ou lnng
— zr=1 ou xz=c¢é
La fonction x> lnx est strictement croissante sur |0; +o0o|, alors :
Tableau de signe de f” sur ]0;+oo] :

e Si z>1 << Ilnz>lhnl < lhz>0 T 0 1 es +00
e Si z<1 < Inzx<lnl <= Inz<0 92 0 + + +
e Si 2>ed < Inz>In(ed)

<:>lnx>%<:>6lnx—5>0 Iz -0t +
e Si x<eg<:>51n:1:<ln<e%) 6lnz —5 _ -0 +

= lnx<6 <~ 6lnx—5<0

[ (x) + 0 — 0 +

b) En déduire que la courbe (C) admet deux points d’inflexion.

https://steinmath.com
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D’apres le tableau de signe de f”(x) on a f” Tableau de convexité de f” sur ]0;4o0] :
sannule en 1 et e§ et aussi change le signe,| % 0 1 es +00
donc (C) admet deux points d’inflexion A(1;1) f'(x) + 0 - 0 +
et B (eg; g;) (C) convexe A concave B convexe
1 pt 5 - a) Construisons la courbe (C) dans le repére (0,5,7)
yJ\
6
5
4
—3 4 T
0.5 pt b) En utilisant la courbe (C), déterminons le nombre de solutions de I’équation
(E): 22 (Inx —1) = =1
L’équation (E) est définie si x > 0 et Inz — 1 < 0 c’est a dire z € ]0; ¢|
Vzeloe[ ; ona: 22(lnz—1)=—-1 = 2z (nz—1°=1 = f(z)=1
Alors Vx € |0;¢[ ; d’apres la courbe (C) on a la droite d’équation y = 1 coupe la courbe
(C) en deux points.
Donc le nombre de solutions de I'équation (E) : 2% (Inz — 1) = —1 est 2.
6 - On considére la fonction g définie sur par g(z) = f(|z|)
0.5 pt a) Montrons que la fonction g est paire.
e VzeR ; ona —x € R car les éléments de R sont symétriques par rapport a 0 (1)
o VeeR ; g(—x)=f(l-z) = f(l-=z)) =g(x) (2)
D’apres (1) et (2) on a ‘g est une fonction paire ‘
0.5 pt b) Construisons (Cg) la courbe représentative de g dans le méme repére (O, ;,I)
Sur D'intervalle ]0; +-00[ on a : |z| = z donc g(x) = f(x) alors (C,) et (C) sont confondus.
Sur l'intervalle |—o0; 0[, on a (C’g) est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées car
la fonction g est une fonction paire.
https://steinmath.com 11/14 Option PC & SVT
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6
5
1 (Cy)
3
2
j \
—4 -3 —2 -1 0% 2 3 4 %
—1
© 6—e’
0.5 pt 7 -a) On pose [ —/ r(lnx —1)dr Montrons que : [ = o (Intégration par
1
parties)
Soient U’(z) =2 et V(z)=Ilnz—1
5
Donc Ul(x) = % et V'(z)= i:
e
Donc I—/ r(lnz —1)da
1
-5 e € 5
= xa(lnx—l) —/ ] x 2 da
L 5 Rl 1 €T 5)
;1 Je € 4
= x—(lnx—l) —/ T Az
5 L5
_x5 1€ xs €
— _€<ln$_1)_1_ [%L
'.%’5 5.e
= _E(lnx—l)—%}l
':E5 1 e
— [ (lnzx—-1—=
5 (nx 5) ]1
ra® 6\ 1€
= _E (lnx—5>}1
5
)
) 5) 5 5)
_e < _ 6> o
5 5) 25
5 5) 25
@6
25 25
6 —e®
Donc |I = 9%
https://steinmath.com 12/14 Option PC & SVT
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0.5 pt b) On considére la fonction h définie sur I'intervalle |0; +oo| par h(z) = 2° (Inz — 1)°.

Vérifions que h/(z) =5f(x) + 22t (Inz — 1).

Vo €10;+00[ ; h(z) =z x 2t (Inz —1)° = zf(z)

h est dérivable sur ]0; +oo[ comme le produit de deux fonctions dérivables.

Vi €10 +oo ; W (x) = (af(x))

(o) f(z) + o' (@)

= f(z) + 2z (223 (lnz — 1) (2Inz — 1))

24 (Inz —1)° +2z4 (Inz — 1) (2Inz — 1)

x4(lnx— 1) <lna:— 1+22nx — 1))
(
(
(

rt(lnz—1)(Inx —1+4lnz —2)

1'4

Inz—1)(5lnz —3)

ZL‘4

Inz—1)(5lnz —5+2)
=zt (lnz—1)(5(Inx —1) + 2)
=5zt (Inz —1)> +2(Inz—1)

Donc |Vz € ]0;+00[ ; h'(z) =5f(x) +2z* (Inz — 1)

© 1 2
0.5 pt c) En déduire que : / flz)dx = —E = 5[
1
/ 4 Wz) 2,
Vo €]0;+o0[ ; M'(x) =5f(x)+22* (lnz— 1) = f(z) = 5 ¢ (Inz—1) alors:
h(x) 2,
/ f(x / ( i (lnx—l))dw
1 e 9 e
:5/1 h'( )dm—g/l r*(Inz —1)d
1 e 2
-5 @], 5
1 2
V- “h(1) - 2T
= (h(e) —h(1) — -
1
= £ (e flo)— 1x (1)~ 21
1 2
— - x(—1)—ZTI
5%V —3
> 1 2
D do=—-—21
onc / f(z)dx = =F
0.5 pt d) Calculons ’aire du domaine délimité par la courbe (C) et I’axe des abscisses

et les droites d’équations z =1 et = = e. (voir figure)

On a: /l—/ef(a:)]dxxu.a—/ef(a:)dwxu.a car Vx € [l;e] ; f(z) >0
1 1

e
Donc: A :/ f(z)dz x u.a
1
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6 —e° 9
(1+2( 95 )) X cm

1
5
1 (25-%12-—2e5> )
— | —— ] Xcm
5
1

37 — 2 5
X cm
5 25

Donc 'aire du domaine délimité par la courbe (C) et I'axe des abscisses et les droites

d’équations t =letx =eest: | A=

2e® — 37 5
Ok X cm

FIN
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