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Exercice 1 : (3 pts)

Dans 1’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O,z 7.k ), on considere les

points A(0,1,1), B(1,2,0) et C'(—1,1,2)
1 - a) Montrons que : AB AN AC =i +k

AB (1-0,2—1,0—1) = AB (1,1,-1)et AC (—1—0,1—1,2—1) = AC (—1,0,1)

1 -1

. N 1 -1
Donc AB NAC = 1 0]|=
1

R R |
j+

—_— = —

-1 1 1 0

—

ko —1
Donc AB AW:?+F.

b) Equation cartésienne du plan (ABC)
Méthode 1 : OnaEAF:7+E:>EAW(1,0,1).
Le vecteur AB A AC est normal du plan (ABC). Donc (ABC):x+2z+d=0
Or A(0,1,1) e (ABC) = 0+1+d=0 = d=-1

Alors ’(ABC’)::L‘—I-Z—l:O‘

Méthode 2: Ona AB ANAC =i +k = AB AAC (1,0,1).

Le vecteur AB A AC' est normal du plan (ABC).

Soit M (z,y,2) € (ABC) <= AM L (AB NAC') <= AM.(AB NAC') =0

— z-0)x1+y—1)x0+(:z-1)x1=0<+ 2+2—-1=0

Alors ’(ABC)::I:—i—z—l:O‘

Méthode 3 :  Puisque AB ANAC =i +k alors AB A AC +* 0.

Alors les trois points A, B et C sont non alignés. Donc ils forment un seul plan (ABC).
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Pour que Iéquation =+ z—1 =0 soit une équation du plan (ABC), il suffit que les

coordonnées des points A, B et C vérifient cette équation :
e Pour A(0,1,1) : 0+1—1=0

e Pour B(1,2,0) : 1+40—-1=0

e Pour C(—1,1,2) : —1+2—1=0

Donc =+ 2z—1=0 est une équation du plan (ABC), alors ’ (ABC):x4+2z—1=0

2 - Soit (9) (Q (1,1,2); R = \@) Déterminons une équation de la spheére (5).

(5): (@ =1+ (y— 12 +(z =2 = (V2)" = (8): 2~ 2u+1+y°~2y+1+22detd =2

= (S):ia?+y?+22—20—2y—42+4=0

3 - Montrons que le plan (ABC) est tangent a la sphére (S) en point A
Méthode 1 :  On calcul la distance du point §2 au plan (ABC) :
14+42-1 2
a@sapoy =2 - B r o
Donc le plan (ABC) est tangente a la sphére (5).
e Vérifions que A € (S) :
024+12412-2x0—-2x1—4x1+4=0 Donc A€ (S)
Puisque A € (ABC), alors le plan (ABC) est tangent a la sphere (S) en point A.
Méthode 2 :  Soit M (x,y, 2) un point de ’espace, on a M € (ABC) N (5)
z+2z—1=0 z=1—z

2

(2= 1)° + (y— 1) + (z—2)° =2 (2=’ +(y—1)°+(1—z—2)7% =2

Z:l—x Z:]._(L'
(z—1P2+@y—1)12+(@+1)>=2 2 =2+ 1+ (y—1)°+a24+22+1=2

z=1—-x 9 9
= Comme 222 >0, (y—1)">0 et 222+ (y—1)"=0
2% +(y—=12=0
Alors 222 =0 = =0 et (y—1)2:0 = y=1
Puisque z=1—2 = z=1.Parsuite M(0,1,1)=A(0,1,1).
Dot le plan (ABC) est tangent a la sphere (5) en point A.
4 - On considere la droite (A) passant par le point C et perpendiculaire au plan (ABC)

a) Déterminons une représentation paramétrique de la droite (A)

Puisque AB AN AC (1,0, 1) est un vecteur normal au plan (ABC) et (A) est orthogonale
au (ABC) en C , alors AB AN AC est un vecteur directeur de la droite (A).
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r=—1+4+1
Comme C(—1,1,2) € (A) alors: | (A): < y=1 (t € R)
z2=2+t
0.5 pt b) Montrons que la droite (A) est tangente a la spheére (S)
On suppose que D(z,y, z) est un point de (A) et de (5).
r=—-1+t1
y=1
Donc il existe un réel t tel que :
z=2+1
\x2+y2+22—2x—2y—4z+4:0
= (—14+t)?+12+ 2+t —2(-1+t)—2x1—4(2+t)+4=0
= -2+ 1+ 1+ +4t4+44+2-2t—2—-8—-4t+4=0 = 22— 4t+2=0
= 22 =2t+1)=0 = (t—1)2?=0 = t=1
r=—14t = =0
— qy=1 Done | D(0,1,3)
z2=24+t = 2=3
Finalement, la droite (A) est tangente a la sphere (5) en point D(0, 1, 3).
0.5 pt c¢) Calculons le produit scalaire AC' . (; + E), et la distance d (A4, (A))

Méthode 1 :  (géométriquement)

ﬁ.(?w?):Ac.(AB NAC) =0 (car (AB' NAC) LAC) = F.(7+?):0

Méthode 2 : (analytiquement)
Ona AC (=1,0,1) et (i +k)(1,0,1)
Donc AC.(i +k)=(-1)x1+0x0+1x1=0 = |AC.(i +k)=0

e Calcul de la distance d(A, (A) :

Méthode 1 :  Calcul direct

Ona AC. (7—1—?) =0 donc AC L <7+F> = (T+F) est un vecteur
directeur de (A) donc (AC) L (A)

Comme C € (A) = |d(A4,(A) =AC = /(-1)24+ 02+ 12 =2
Méthode 2 :  Calcul de AC A ('7 + F) apres on calcule d (A, (A)).

i -1 1
I 00— |-1 1|— |-1 1|— —
Ona AC A(i +k)=[; 0o o= i — i+ k= 2j
- 11 11 0 0
ko1l

Puisque C' € (A) et le vecteur (7 + ?) = (AB NAC > est un vecteur directeur de

la droite (A) alors :
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AC A (i 4k V02 + 22 + (2 Vi 2
d(A,(A)):” .—’(—' )H: : . 2:7:7:\/5
i+ k] VEDZF0ZF12 V2 V2
= |d(4,(4) = V2
Exercice 2 : (3 pts)
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé <O,;,;>, on considére le
point A d’affixe a = —1 —iV/3, le point B d’affixe b = —1 + iV3 et la translation ¢ de
vecteur OA .
0.5 pt 1 - Soit D I'image du point B par la translation ¢
t(B)=D = BD =0A = aff(BD)=aff(0A) = d-b=a—0 = d=a+b
= d=(-1-iV3) + (-1+iV3) =—1—iV3+ -1 +iV3 = —
Donc |d= -2
2
2 - On considére la rotation R de centre D et d’angle ?77
0.5 pt Soit ' image du point B par la rotation R
.27 2 2
RB)=C = zp—zp=¢€3 (25—2p) = c—d= <cos (g) + isin (g)) (b—d)
2 2 1 3
= c¢= <cos <I> +isin <—7T)> b—d)+d=|—2 —l—i£ <—1 +iV3 — (—2)) + (—2)
3 3 2 2
1 . 1 \ : 1/, . 2
=—3 (1—1\f> <—1+1\/§—|—2)—2 v (1—1\/§) (1+1\/§>—2 =-3 <1 — (1\/3) >—2
1 4
— c=—-(143)—2=—2—-2=-2-2=—4
2 2
Donc |c=—4
0.5 pt 3 - a) Ecriture du nombre - sous forme trigonométrique

Méthode 1 :

. 2
b—c  —1+iV3—(-4) —1+iV3+4 3+ivV3  (3+iV3) _946iV3 -3

a—c —1-iB—(—4) -1-iV3+4 3-iV3 (3-iV3)(3+iv3) 32—

V3)?

b—c 6+6iV3 1+.\/§ <7r>+. . (ﬂ) b—c <7T>+. . (ﬂ
=] = ——1— = — 1Ss1in | — = —_ 1S | —
T g 12 9 1y TS 3) T3 a—c  ®\3) TG

)

Méthode 2

b—c=—-1+iV3—(-4)=3+iV3 = yb—cyz\/mzx/ﬁzﬁzzmﬁ

— 1m0 (G el ) v (o (7)o () - 8.

e Bl N e R CE

—C 2\/§’E I e T ™ T
S LR B BN B
[2\/3, } V3

= Z:Z = cos (g) + isin (g)
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a—c b—d

On a (2:2)2 = (cos (g) +isin (g))Q = cos (2;) +isin <237T> (1)

2
Puisque C est 'image de B par la rotation R (D , g) alors :

c—d= (cos (2;> +isin <2;r>> (b—d) = Z:j = cos (2;) +isin <2?:T> (2)

b—c\? c—d
De (1) et (2 | : =
e (1) et (2) on conclure que (a—c) -

4 - Soient (I') le cercle de centre D et de rayon 2, (I') le cercle de centre O et de

b—c\?> c—d
b) Conclure que ( C) ¢

rayon 4 et M un point d’affixe z appartenant aux deux cercles (I') et (I")
a) Vérifions que |z +2| =2

OnaM(z) € (T) = DM =2 = |zy,—2p| =2 = [z—(-2)| =2 =
b) Montrons que z +z = —8

OnaM(z)e(I") = OM =4 = |zyy— 20| =4 = |2|=4 = |2|?=22=16

Orz42[=2 = [2422=(24+2)(2+2)=(24+2)(z+2) = (2+2)(z+2) =4
—16

—8
2

= 224224 22+4=4 = 16+2(2+2)=0 = (2+2) =
Done

c) Conclure que les deux cercles (I') et (I') se coupent en un point unique
Soit M (z) un point d’intersection des deux cercles (I') et (I').
Supposons que z = x + iy est la forme algébrique de z.
Ona z4+zZ=-8 Donc z+iy+z—iy=—8 = 2xr=-8 = m:—g =—4
Donc z=—4+iy,et puisque [2|=4 = /(42 + (y)2 =4 = (—4)?+y* =16
Alors 16 +y> =16 Don 3>=0 = y =0
Donc z=—4+ix0=—-4=c

Donc les deux cercles (I') et (I'") se coupent en un point unique C' d’affixe ¢ = —4.

Exercice 3 : (3 pts)

Une urne contient dix boules : trois boules blanches, trois boules vertes et quatre

boules rouges indiscernables au toucher. On tire au hasared simultanément trois boules

de 'urne.
) @ OO
B) B) & ‘
Tirage simultanéé de trois boules
https://steinmath.com 5/13 Option PC & SVT

than yesterday, tomorrow better than today



https://steinmath.com

( N\
Session : Normal 2022
Puisque les tirage est simultanément de trois boules parmi dix boules, alors chaque possibilité
est une combinaison de trois éléments parmi dix éléments. Le nombre de cas possible est
le nombre de combinaison de 3 parmi 10, donc :
A3 10x 9 x 8
— (3 _ 1710 _ — —
Card(Q) = Cy, = 3 3x2x1 =10x3x4=120
Puisque les dix boules sont indiscernables au toucher, alors la condition d’équiprobabilité est
d t
vérifiée le long de 'exercice. Donc :  p(evenement) = Car éiii;g;wn )
0.75 pt 1 - A « Aucune boule rouge tirée » : {R; R; R}
A} 6 x5 x4
Card(4) C? 31 Ix2x1 5x4 1 1
PA) = Gora) ~ 120 ~ 120 120 20 —6 [P =56
0.75 pt 2 - B « Obtenir trois boules blanches ou trois boules vertes » : {B; B; B} ou {V;V;V}
Card(B) Ci3+C3 1+1 2 1 1
e = = = — = — B [—
P(B) = Gard@) 120 20 120 w0 PP 5
0.75 pt 3 - (C « Obtenir exactement une boule rouge » : {R;E; E}
4 x A2 4X6x5
_Card(C)_C’ixC’%_ 21 B 2% 1 1 1
PO =Gaai) = 120~ 120~ 1w 2 (PO=3
0.75 pt 4 - D « Obtenir au moins deux boules rouges » : {R; R;R} ou {R;R;R}
Méthode 1 :
Card(D) CixCl+C} (6x6)+4 40 1 1
D — = = = — = — D = —
P(D) = Gora@) 120 120 03 PP =3
Méthode 2 :  L’évenement contraire de D est « tirer exactement une boule rouge
ou bien aucune boule rouge tirée. »
OnaD=AUC = p(D)=p(A)+p(C)—p(ANC).
Or les événements A et C ne peuvent pas étre réalisés en méme temps, alors p(ANC) =0
— 1 1 1+3 4 2
onc p(D)=p(A)+p(C)=c+5=—"F—=c=3
. — 2 1 1
Et puisque p(D)=1—p (D) alors p(D)=1-— 3=3 = |p(D) = 3
Exercice 4 : (2.5 pts)
On considére la fonction h définie sur R par : h(z) = (x+1)e®
0
0.75 pt 1 - a) Vérifions que z — xe” est une primitive de h sur R ; et calculons I = / h(z)dx
—1
Vz € R; (ze”) = (z) e+ (e%) =e* + xa'e” = e” + xe® = (z + 1) e* = h(z)
Donc z > xe® est une primitive de h sur R.
0
e C(Calcul de I'intégrale I :/ h(z)dz :
—1
0 0 1 0 1
I—/ h(z)dz = [a:e””] =0xe'—(—1)xel=04+el==- = |I —/ h(z)dz = —
1 -1 € 1 €
https://steinmath.com 6/13 Option PC & SVT
. than yesterday, tomorrow better than today )



https://steinmath.com

Session : Normal 2022

0.75 pt

0.5 pt

0.5 pt

0
b) Calculons J —/ (z +1)? e*dz (Intégration par parties) :
-1
Soient U’(z) =e* et V(z)= (4 1)2

Donc U(x)=e€* et V'(z)=2(x+1)(z+1)=2(x+1)

)=
0 )= 0 0
— J= / (z +1)%edz = /1 U’ (2)V(z)dz = {U(x)V(x)]_l - /1 U(z)V' (z)dz

—1

o

— J= [(x—i—l) ]1—/ 2(x—|—1)e’”da:—<(0+1)2e0—((—1)+1)2e_1>—2/ h(z)dz

J

2 0 2
= J=1-2I=1—-- = J:/(x—i—l)Qexd:r:l—
e - e

2 - a) Résolvons I’équation différentielle (E):y” —2y' +y =0
L’équation caractéristique de cette équation est : r2 —2r +1 =10
Donc (r—1)2=0 = r—1=0 = r =1 (Solution unique)
Dot les solutions de I’équation différentielle (E) : y” —2y" + y = 0 sont de la forme :
y(x) = (ax+ p)e™ oun a,fER

Donc ’VxEIR; y(x) = (ax + P)e” /a,ﬁE]R‘

b) Montrons que h est la solution de (F) vérrifiant : h(0)=1 et A'(0)=2
Ona y(z)=(ax+B)e” / a,8€R estla solution générale de ’équation (F).
Ona y(0)=1= (ax0+p)e'=1 = =1
Ve,a, € R y(x) = (oza: + B)e””)l = (ax+ B)e” + (ax + B) (e”) = ae® + (ax + B)e*
Donc ¢ (0)=2 = ae’+(ax0+1)e"=2 = a+1=2 = a=1
Pour a=1 e f=1 ona y(x)=(r+1)e®=h(xr) = h est une solution de (F).
Ona h(0)=(0+1)=1
Ve eR; W (@)= ((r+ 1)ex)/ L (e 1)+ (24 1) (%) = + (2 + D)e? = (z + 2)ev
Donc h'(0) = (0+2)e’ =2

Donc h est la solution de (E) vérrifiant : h(0) =1 et h'(0) =2

0.5 pt

Probleme : (8.5 pts)

On considére la fonction numérique f définie sur R par f(z) = z (e3 —1)*. Soit (C) sa

courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1,7 ) ; (Hz H = H] H = 1cm>

1 - Calculons lim f(z) et lim f(x)

r—+00 T——00

e C(Calculons xggnoof(x):

x . x 2
Ona lime2=+400 = lim (e2—1)" =400
T—+00 T—+00

Comme lim z=+4+0c0 = lim (:p (e3 — 1)2) = 400
xr——+00 T—+00

D’ou lim f(x) =400

r—+00
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e C(Calculons hm f(x):
Ona limei=0 = lim (e5—1)=—-1 = lim (e —17=(-1)2=1
T——00 Tr——00 r——00
Comme lim z=—-00 = lim (x (e2 — 1)2> = —00
Tr——00 T——00
D’ou lim f(z)=—o0
T——00
0.5 pt 2 - Calculons lir+n f(@) en donnant l'interprétation géométriquement du résultat
T—+o00 I
e C(Calculons lim @:
r—+00o I
Puisque lim ez =400 alors  lim (e? —1)" = 400
r——+00 T—+00
- 2
7 —1 .
Donc  lim f@) = lim zlez 1) = lim (e} —1)° = 40
r—+oo I T—+00 €T T—+00
D’ou lim @ = 400
r—=+00 I
L . . flx)
e Interprétation graphique de lim —— = 400
r—+o0 X
On a lir+n @ = +o0o Donc la courbe (C') admet une branche parabolique de direction
=400 I
I’axe des ordonnées au voisinage de +o00.
0.5 pt 3 - a) Montrons que (A): y =z est une asymptote de (C) au voisinage de —oo

Méthode 1 :
na lim ( ) = lim (x(e%—1)2—:v = lim x((e§ —1)2—1>
T——00 T——00 T——00
= lim l‘( (e2 —1)— 1) ( (e3 — 1)—}—1) = lim w(eg—l—l) (e%—l—l—l) = lim wez (e —2)
T——00 T—>—00 T——00

= lim (2 X fe%) (e% — 2) =2 lim (Ee%> (e% — 2)

T——00 2 z——oo \ 2
Puisque  lim (Eeg) =0 et lim (eg — 2) =0

z——00 \ 2 Z——00
Alors 2 lim (Ee%> (eg — 2) =0
z——00o \ 2
Donc  lim (f(x) — ac) =0
r——00

D’ou la droite (A) : y = x est une asymptote oblique de (C) au voisinage de —oo

Meéthode 2 :© Soit x € R :
Ona f(z)=xz(es —1) = :r((e

NI}
~—
[\
|
[\
@
ME]
+
—
[CHERN _
I
8
_|_
8
[SIE]
/N
@
ME]
|
[\]
N———
I
8
_|_
%
@

N
/N
¢]
©
|

[\
N———"

= f(ac)—m:x+2%e§<e%—2) —szg Tle
Puisque  lim (feg) =0 et lim (e% — 2) =0 (Car lim (e?) = 0)
T—r—00 Tr—r—00 r—r—00
Alors 2 lim (feg) (eg — 2) =0
x——00 \ 2

Donc  lim (f(x) — :1:) =0

Tr——00

D’ou la droite (A) : y = x est une asymptote oblique de (C) au voisinage de —oo

Méthode 3 :
Ona lim f(x) =—oo0 donc on calcul lim @)
T——00 r——00 I

lim @ = lim M = lim (e> — 1)2 =(-1)2=1 (Car lim (ez) = O)

rT——00 I T——00 T T——00 T——00
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On calcul xli}r_noo (f(x) — a:) ; On a (méthode 1 ou 2) : Il_i)r_noo (f(x) — x) =0
Donc la droite (A) : y = x est une asymptote oblique de (C) au voisinage de —oo
0.75 pt b) Etudions le signe de (f(z) — z) et la position relative de (C) et (A)
e Etudions le signe de (f(z) — z) pour tout z € R :
VeeR ; Ona: Tableau de signe de (f(z) —z) :
f(w)—x:x<e§—1>2—x:xe§<e5—2) x - 0 In(4) ~ +oo
VeeR ; Ona: f(x)—x=0 donc: x - 0 + +
xeg(eﬁ—%)zo<:>xe§:Ooue§—2:0 o2 N " )
r=0ouez =2 <= r=0o0u 3 =1In(2)
Dot z=0ouz=2In(2)=1In(4) e — 2 A - 0t
Donc f(z) —x =0 < xz=0ouz=1n(4) xe§<e%—2) + 0 - 0 +
flx) —x>0 < x €]—00;0[U]In(4); +o0]
f(z)—2 <0 <= z€]0;In(4)] o) ~ = o T
e Etudions la position relative de la courbe (C) et la droite (A) :
Ona f(x)—2x=0 < x=0o0uz=1In(4) veut dire que la courbe (C) et la droite
(A) se rencontrent en deux points d’abscisses x =0 et x = In (4)
Ona f(z)—xz>0 < x€]|—o0;0[oux € |ln(4);+oo[ veut dire que la courbe (C)
est en dessus de la droite (A) sur chacun des intervalles |—o0; 0 et |In (4); +00]
Ona f(zr)—2<0 < z€]0;In(4)] veut dire que la courbe (C) est au dessous de
la droite (A) sur Uintervalle |0;1n (4)]
0.5 pt 4 - a) Montrons que : f'(z) = (e% — 1)2 + zes (e% — 1) pour tout x de R
VeeR; f(x)= <x(e% — 1)2>/ = (x) (e? — 1)2 +x<<e% — 1)2),
2 / 2 /
— 28 e ) (1) = ) a3 ()
= f(z) = (eg — 1)2 + 2x%e§<e% — 1) = (eg — 1)2 + ze? (eg — 1)
Dou |(VzeR; f'(z)= (e% — 1)2 —l—xe%(eg — 1)
0.5 pt b) Vérifions que x(eg — 1) > 0 pour tout = de R
Méthode 1 :
e SizeRtalorsz >0 o SizeR alorsz <0
120 = $>20 = c2>e" = ez2>1 r<0 = £<0 = e2<e’ = e2<1
:>e%—1>0:x<e%—1>>0 :>e§—1<0:>$<e§—1>>0
Donc VxE]RJF;x(e%—l)}O Donc VmG]R*;x(e%—1>>0
Donc |VzeR; m<e§—1> >0
Meéthode 2 :
https://steinmath.com 9/13 Option PC & SVT
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VzeR ; Ona: Tableau de signe de x(e% — 1) :
x<e3—1>:0<:>:n:0 ou ez—1=0 x — 00 0 +00
<~ =0 ou e:=1 " — 0 +
< =0 ou F=In(l)=0 -
= =0 ez — 1 -0 A
Donc |VzeR; x(e%—1> >0 x(e% —1) + 0 +

Méthode 3 :  Soit h une fonction définie et dérivable sur R par : h(z) = x(eg — 1>
VeeR ; Ona: h'(z)= (m(e% — 1)>/ = (m)’(e% — 1) +x<(e% — 1>>/
= h'(x) =1x <e% — 1) +x<§>/e§ = <e% — 1) + Ee%

2 2
Tableau des variations et de signe de

Si =0 ona A'(0)=0 h(z) :
Si >0 ona e3—1>0 et ge%>0 T —00 0 +00
= h/(z) >0 W (z) y 0 +
i Lot +00 o0
Sl x<0 ona e2_1<0 et §ez<0 h(x) \ /
= NW(z) <0 0
Signe de h(z) + 0 +
Donc Vz € R; h(z) >0 et finalement |Vze R ; x(e%—1) >0

0.25 pt c) Tableau des variations de la fonction f sur R
VreR; f(z) = (e% _ 1>2 4 zes (e% y 1) Tableau des variations de fsur R :
- T —00 0 400
Puisque Vz e R ; x(e? — 1) >0
alors Vx € R; xe? (e% . 1) >0 f'(=) + 0 +
2
Comme VmGR;(e%—1> >0 /'+OO
s f(z) 0
alors Vz € R ; (e%—l) —i—xe%(e%—1> >0 —00
Finalement Vz € R;f'(z) >0 dou fest croissante sur R.
5 - On considére la fonction g définie sur R par : g(z) = 2z +4)e> —x —4
0.5 pt a) Montrons que [’ (z) = %e%g(a:)
2 ’ 2\ 7 ’
VeeR; f"(z) = ((e%’ — 1) +xe%<e§ — 1)) = ( e — 1) ) + (me% e — 1))
= f(z) = 2<e5 - 1)/<e2 — 1) + (z)'e? <e§ — 1) +x e%)/<e§ — 1) + ze: <e% — 1>/
") = 2(E) es(ef — 2(ef — ZY et (et — 1(ZY o2
:>f(x)—2<2>e (e 1>+e (e 1 —|—x<2 e (e 1)—{—3@6 2)6
"(z) = % (ef — slef — 1)+ Zes(es —1) + eted
= f'(x)=¢ (e 1>+e (e 1>+2e (e 1>+2ee
7o) — o (et 14t 14 Ffez_ Tet) —es(2et—24+ Zes L4 2t
= f"(z)=¢e (e 1+e 1—1—2(6 1>+2e> e(2e 2+2e 2—|—2€>
"(2) = ¥ (2e3 5 %) = Log(get f_g) = 1ot $ g
= f"(x) =e> (262—2—|—$e2— ) = 5e (46 442zxe x) = 5e ((2x+4)e x 4>
Comme g(z)=(2x+4)es —x—4 alors |f"(z) = %egg(aﬁ)
b) Déterminons le signe de g(x) sur R & partir de la courbe sachant que g(a) =0
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0.5 pt
D’apres la courbe de g on remarque que :
e g(x) =0 <= x = aouxz =0 sont les abscisses des 4y'\
points de rencontre de la courbe de la fonction g et ’axe des ;
abscisses. o (c,)
e g(x) <0 < =z € ;0] car la courbe de la fonction g
est au dessous de 'axe des abscisses sur 'intervalle |o; 0]. H +
e g(x) >0 < z € ]—o00;a[U]0;+00[ car la courbe de la '1 1>a;
fonction g est en dessus de I’axe des abscisses sur les deux my _r
intervalles |—oo; af et |0; +00]. =
0.5 pt c) Etudions la concavité de la courbe (O).
VreR; ona f’(z)= %egg(x) , comme e> >0 VzeR alors le% >0 VzeR
Donc le signe de f”(x) sur R est le signe de g(x) sur R. Ve € R ; ona:
e g(z) <0 <= =z €]a;0], alors f"(z) <0 < z € |a;0[. D’out (C') est concave sur
Ja; O]
e g(x) >0 < z €|—00;a[U|0;+00[, alors f"(z) > 0 <= =z € |—o0;a[ U ]0;+00].
Dot (C) est convexe sur |—oo; af et sur |0; +00l.
e gr)=0 < z=aouz =0 Donc Tableau de concavété de (C') sur R :
f"(z) =0 < x =aouxz = 0. Donc (C) S B ° 0 oo
admet deux poionts d’inflexion I, (a; f(a)) et /(@) - v _ v hl
1,(0; 0). (C) convexe I, concave I, convexe
1 pt 6 - Construction de la courbe (O)
Y
4 (C)
3
2
ln(4f ¢--- ;
Q e
~6 _51 Iln(4p 37
"""""" - i"f(a)
-5
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0.5 pt 7 - a) Montrons que la fonction f admet une fonction réciproque f~! définie sur R
La fonction f est continue et strictement croissante sur R, donc elle admet une fonction
réciproque f~! définie sur I'intervalle J = f(R) telle que :
J = J(R) = f(]=o0s+ool ) = | lim f(@); lim f(z)| =]—o0;+oc[ = R
Donc la fonction f~! est définie sur R.
0.25 pt b) Calculer (f~')" (In(4))
D’apres le resultat de la question 3 - b) on a In(4) est une solution de ’équation
f(z) =2; donc f(In(4)) =1n(4).
Alors f(In(4))=In(4) < f1(In(4)) =1n(4)
’ 1 1
U )= T @)~ P i)
Or VzeR; f'(z)= (e% — 1)2 + ze? (e% — 1)
— [/ (In(4)) = el“s4L1)2+1n (4).6"4" (el“T“q) = (e —1)%41In (4).6" @ (e @ — 1)
— f/(In(4)=02-12+In(4) x22—1)=
’ 1 1 1
Pone 7 )= 5 (G @) = Fln@) 1 72m(
/ 1
Donc | (f7') (In(4)) = T+2In(4)
8 - Soit (u,) la suite numérique définie par v, =1 et u, ; = f(u,) pour tout n de IN.
0.5 pt a) Montrons par récurrence que 0 < u,, < In(4) pour tout n de IN :
e Pourn=0,onau,=1,donc0<u,<In(4) (Vraie).
e Supposonsque: VneIN; 0<wu, <In(4) et montronsque: 0<u,,; <In(4).
VneN ona 0<wu, <In(4) et feststrictement croissante sur R.
Done  f(0) < f(uy,) < f(In(4))
Comme f(0)=0 ; f(In(4)) =In(4) et wu,,, = f(u,) pour tout n de IN.
VneN ona 0<u, ; <In(4).
D’apres le raisonnement par raisonnement par récurrence : ’Vn eN; 0<u, <In(4) ‘
0.5 pt b) Montrons que la suite (u,) _ est décroissante :
D’apres le résultat de la question 3 - b) on a : f(z) — 2 < 0 sur U'intervalle ]0;1n (4)].
Or YvneN ona 0<wu,<Iln(4) = u, €]0;In(4)]
Donc f(u,)—u, <0 = u, . —u, <0
Donc la suite (un)nelN est décroissante.
0.25 pt c) Convergence de la suite (u,,) :
Puisque la suite (u,,) est décroissante et minorée par 0, alors elle est convergente.
0.5 pt d) Calcul de la limite de la suite (u,,) :
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On a:

U1 = f(u,) pour tout n de IN.

e fest continue sur U'intervalle I = ]0;1n (4)].
e f(I)CI.

o uycl.

e La suite (u,,) est convergente.

Doncsi  lim (u,) avec ! solution de I'équation f(z) = z.
n—+00

D’aprés le résultat de la question 3 - b) on a f(x) = = admet deux solutions réelles 0 et
In (4). Donc { = 0 ou bien [ = In (4).

Puisque (u,,) est décroissante et ug =1, alors Vn € N; u, <ug=1letl<1 = [=0.

Finalement lim (w,)=0
n—+o0o

FIN
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