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Exercice 1 : (4 pts)

Soit (u,,) la suite numérique définie par : uy = -

1 -

2 -

1+u,
3 3 —

Montrons par récurrence que 0 < u,, < 1 pour tout n in N :

pour tout n de N.
n

1 1
Pourn:O,onau0:§et0<§<1donc()<u0<1

Supposons que 0 < u,, < 1 pour un certain rang n et montrons que 0 < u,,; < 1.

D’apres I’hypothese de récurrence on déduit que 1 +w,, > 0et 3 —u,, >0

14w

Alors 3 Rl > 0 par conséquent wu,_; > 0 (x)
- Un

Montrons que u,, ., <1:

14w, 1_2(un—1)

: —1
Ona s 3—u, 3—u,

Or u, <1, on aura u, —1 <0 et comme 3 —u, > 0 alors u, ; —1 <0 (%*)

De (%) et (%*) on déduit que 0 < u,,,; <1

Conclusion : |0 < u,, < 1|pour tout n de N

—1)2
a) Montrons que u,,,; —u, = (I;") pour tout n de N
—u,
_ 1+wu, —u,3—u,) _ 1—2u, +u2  (u, —1)?

1+,
N - 3—u

3—u,
(un_1)2
3—u,

Onaw, —u

n n

3—u, 3—u

n n

Donc | u, 1 —u, = pour tout n de N

b) Montrons que la suite (u,,) est convergente
u, — 1)2
D’apres la question précédente on a : u, | —u, = (3") > 0 pour tout n de N
—u,

Donc la suite (u,,) est croissante.

Et puisque (u,,) est majorée par 1 (car 0 < u,, < 1)

Alors ’ (u,,) est convergente‘
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3 - On pose v, = pour tout n de N

n

0.75 pt a) Montrons que (v,) est une suite arithmétique et déterminons sa raison et son
premier terme
1 1 1 U, —3
Onavwv, . = = = ="
- Uppr  —(Upyq — 1) _2(un -1 2(u,—1)
3—u,
-3 1 —-3+2 1
D’autre part : v, | — v, = Pn — = in e
2w, -1 1—-w, 2u,—1) 2
N . " . 1 : 1 3
D’ou | (u,,) est arithmétique de raison 3 et de premier terme : v, = 1 =2
— u
s . . P n+1
0.75 pt b) Déterminons v,, en fonction de n et déduisons que u,, = N3 pour tout n € N
n
v Déterminons v,, en fonction de n
1
Comme (v,,) est arithmétique de raison 3 et de premier terme vy = —
1 3 1 n+3
Ona:vn:v0+§n:§+§n: 5
3
Donc |v,, = n;— pour tout n de N.
1
v Montrons que u,, = nt pour tout n de N
n+3
1 1
Ona:v, = Sl—u, =
— Uy Un,
= 1 L
U, =1——
n vn
1
Sun =193
2
2
Su, =1—
fn n+3
n+1
& u, =
n+3
1
D’ou |u,, = a pour tout n de N.
n+3
0.5 pt c) Calculons la limite de la suite (u,,)
1 1
. . n+1 . n(lJrﬁ) o+
Ona: lim u, = lim 3:11m 73:llm 73:1
n—+o0o n—+oco N + n——+oo n (1 i 7) n——+oo 142
1 3 "
Car lim — = lim — =0.
n—+oo N n—+oo N
Finalement : | lim u, =1
n—+00
. 1011
0.5 pt 4 - A partir de quelle valeur de n, on a u, > ﬁ?
1011 n+1 _ 1011
On a: > & >
B =012 T 3 T 1012
< 1012n 4 1012 > 1011n + 3033
< n > 2021
1
Donc |u,, > 1012 a partir de n = 2021
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Exercice 2 : (5 pts)

1 - Résolvons dans C ’équation 22 — 6z + 13 =0
OnaA=(—6)2-4x1x13=36—52=—-16<0
Donc I’équation admet deux solutions complexes conjuguées z; et z, tels que :
- —b+2@;/ﬁ _ 6;4@ 34 %ietz, = —b—ivV—A _ 6—4i P

2a 2
Dot | S = {3+ 2i;3 — 2i} |

2 - A, B et C les points d’affixes respectives a =3+2i; b=3—2i et c=—1—2i

. C -
a) Ecrivons
a—

c—b —1-2—(3-2) -4

sous forme trigonométrique

Ona: - S R
M T T 312i-(3-2) 4 i "
D cc_b (:S7T4r"7r
on = COS — 781N — |.

a—b 2 2

b) Déduisons la nature de triangle ABC

b‘ =1et arg (C_b> = E[Qw] donc BC' = BA et (ﬂ,@) =
b a—>b 2

D’ou ’le triangle ABC est isocele rectangle en B‘

C_
On a:

[27]

o

a —

3 - M’'(%) est I'image de point M(z) par la rotation R de centre B et d’angle g
a) Ecrivons 2’ en fonction de z
OnaR(M)=M <2 —b=c¢"2(z—0b)
o2 =e3(z—b)+b
&2 =1(z—3+2i)+3 -2

e =iz—5i+1

D’ou

2 =iz =5i+1]

b) Vérifions que C et I’image de point A par la rotation R
Onaia—5i+1=i(3+4+2i) —5i+1=—-1—-2i=c

Donc ‘gest I'image de A par la rotation R

4 - a) Soit D le point d’affixe d = —3 — 4i, montrons que A, C et D sont alignés
c—a —1—-2i—3+2i) —4—4i 2
O = = =-¢cR
BT a T 3-4i-(3+2i) —6-6i 3

. 2
Donc AC = §AD’ d’ou les points ’A, Cet D sont alignés‘

b) Déterminons le rapport de I’homothétie h de centre C et transforme A en D

d—
Soit k le rapport de 'homothétie h,ona:d—c=k(a—c) < k= €
a—c
—3 —4i — (—1—2i)
S k=
34 2i — (—1— 2i)
—2—2
k=
T 4
1
Donc ’homothétie h est de rapport |k = 5
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0.5 pt c) Déterminons l’affixe m du point E pour que BCDE soit un parallélogramme
On sait que BCDF est un parallélogramme si et seulement si BC =ED
Ona:BC=FED<c—b=d—m
Sm=d—c+b
om=-3—4i+1+2i+3—-2
Sm=1—4
Do
d—
0.5 pt 5 - a) Montrer que ? est un nombre réel
m j—
d—a —6—6¢
O . = = 3
P —d T a9
Donc | —— est un nombre réel
m —_—
0.5 pt b) Déduisons que le quadrilatére ABED est un trapéze isocéle
d - —_— _—
On a 6; =3 donc d —a = 3(m — b) ceci est équivalant & AD = 3BE.
m J—
b— —4q 4
D’autre part, on a ¢ _ —1 done il 1 d’ou AB = ED.
m—d 4 m—d
Alors (AD)// (BE) et AB=ED
On déduit que ’ ABED est un trapéeze isocélew
Exercice 3 : (3 pts)
Soit h la fonction numérique définie sur |0, +oo[ par : h(z) =z + Inx.
0.5 pt 1 - Montrons que h est strictement croissante sur |0, +0o0]
La fonction h est dérivable sur ]0, +00[ comme somme de deux fonctions usuelles dérivables
1 1
Etpourtout:v>00na:h/(w)zl—l-f:x—i_ >0 (car : > 0)
x
D’oti | h est strictement croissante sur |0, —i—oo[‘
0.5 pt 2 - Déterminons h(]0, +o00[)
Puisque h est dérivable et strictement croissante sur |0, 00|
Alors est continue et strictement croissante sur |0, +00]
— i T [
Donc A (]0, +o0]) lim, h(x); im h(x)
Et ona lim In(z) = —occ et lim In(z) = +o00
z—07" T—+00
Donc lim h(z) = lim x +In(x) = —co et lim h(z)= lim z+In(x) = +4oc.
x—0t z—0* T—+00 T—+00
D’ou ’h (]0, +o0]) =] — o0, +oo[= [R‘
0.5 pt 3 - a) Déduisons que I’équation & (z) = 0 admet une solution unique « sur |0, +o00|
Comme h est continue et strictement croissante sur ]0,+oo[ et 0 € h(]0,+o0]) = R.
’D’aprés le T.V.I I’équation h (z) = 0 admet une solution unique « dans |0, +oo[‘
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b) Montrons que 0 < o < 1

On a lim h(z) = —o0 et h(1) =1 donc 0 € h(]0,1]) = h(]—o0,1])

x—07"

Alors «a € ]0, 1], par conséquent

1 1
4 - a) Vérifions que h (—) =a+—
a a

« est solution de I’équation h (z) = 0 donc h(a) =0 < a+In(a) =0 < o = —In(w)

1 1 1
D’autre part : h (—) =—+1In <—> = — —In(a).
a
+a

1
[0 (6] o ——

1 1
D’ou h(—) =a+ —
o a

1
b) Déduisons que h <—> > 2
!

(0 —1)?

1
Onah(a)—2=a+——2=
a a

—1)2 1
Puisque a > 0 et o # 1 alors M >0, d’ou | h (—) > 2.
o

Probleme : (8 pts)
Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) =2 — ze *!

1 - Calculons lim f(z) et interprétons le résultat géométriquement

T—+00
v Calculons lim f(x)
T—+00
Ona lim f(z)= lim 2—ze ™ = lim 2—ze %e
T—+00 T—+00 T—+00

Or lim —ze® = lim te' =0 (pour : t =—z )

T—+00 t——o0
D’ou xgrfwf(x) =2

v Interprétons le résultat géométriquement

Ona lim f(z)= 2 donc |y =2 une asymptote horizontale & (€) au voisinage de +oo

T—+00
2 - a) Calculons lim f(x)
r——00

Ona lim f(z)= lim 2—ze *™!

Tr—>—00 Tr——00
Or lim —z=+ccet lim e®™ =4o00car lim —z+ 1= +o0.

T——00 Tr——00 Tr——00

Donc | lim f(x)=+o0

r——00

f(x)

b) Montrons que lim
T——00 I

= —00, et interprétons le résultat géométriquement

v Montrons que lim @ = —
r——00 I
92— —x+1 9

Ona lim @ = lim s-re = lim 2 —etl

T—>—00 €T T—>—00 x2 T——00 I
Or lim e*" =+4oc0et lim = =0.

T——00 T——00 I
Donc lim @ =—
T——00 I

v Interprétons le résultat géométriquement
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Puisque zgl;noo f(x) =+o0 et wli)rjloo f;x) =—
Alors ’ (€) admet une branche parabolique de direction l’axe (Qy) au voisinage de —oo
0.75 pt 3 - a) Montrons que pour tout z de Ron a : f' (z) = (x —1)e **!
La fonction z + e **! est dérivable sur R (comme composée de deux fonctions déri-
vables)
Donc z +— —ze ! est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables
D’ou f est dérivable sur R et on a :
Pour tout z de R : f (z) = (2 — ze 1)’
=—Ixe ™ —gx(—zx+1) et
e
Alors | f/ (z) = (x — 1) e ! | pour tout = de R
0.5 pt b) Dressons le tableau de variations de la fonction f.
Puisque e **1 > 0 pour tout = de R, alors le signe de f’ (x) est celui de z — 1
Par conséquent, nous obtenons le tableau de signe suivant :
x —0o0 1 +00
x—1 - 0
[ () - 0
fay |7 — 7
0.5 pt 4 - a) Calculer f” (z) pour tout x de R
Ona f'(z) = (xz—1)e® donc f” (z) = ((x — 1) e+t
=1lxe ™ +(x—1)x (—1)e !
=(1—az+1)e
Dot | f” (z) = (2 —z) e " | pour tout x de R
0.5 pt b) Montrons que la courbe (€) admet un point d’inflexion d’abscisse 2
Puisque e **1 > 0 pour tout = de R, alors le signe de f” (z) est celui de 2 — x
Par conséquent, nous obtenons le tableau de signe suivant :
x —00 1 400
2—=x - 0 +
7 (x) - 0 +
D’apres le tableau f” s’annule et change de signe en 2
Donc ’ (€) admet un point d’inflexion d’abscisse 2 ‘
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1 pt 5 - Construisons la courbe (€) dans un repére orthonormé <0,Z,f>
,,,,,,, A
,,,,,, o\l
y=2 o
,,,,,,, 1 +
3 2 -1 /o 1
,,,,,,, ‘ —1-+
,,,,,,, —2. 4
0.5 pt 6 - Déterminons la valeur minimale de f et déduisons que ¢*! > z pour tout = € R
v Déterminons la valeur minimale de la fonction f
D’apres les questions précédentes, f est décroissante sur |—oo, 1] et croissante sur [1, 4o00[
Donc | f(1) = 1|est la valeur minimale de f sur R
v Déduisons que e* ! > 2 pour tout z de R
Puisque 1 est la valeur minimale de f sur R alors f(x) > f(1) pour tout z de R
Etona f(z) > f(1) ©2—ze 1 >1
1> ge®H
1
G\
< el > g
D’ou pour tout « de R
2
0.5 pt 7 - a) Calculons / re *dr, a ’aide d’une intégration par parties
0
u(zr)=x u (x) =1
On pose donc
v (r)=e" v(r)=—e"
2 2
On a: / xe *dr = [—xe_w]i —/ —e *d
0 0
= 22— [e*x]g
=22 —(e?—1)
=-3¢2+1
2
D’ou / re dr = —3e 2 +1
0
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b)

2
Déduisons que / f(z)de =4 —e+3e?
0

2 2
On a: / f(x)de = / (2 —ze ™) dx
0 0

2 2
:/ 2dz—e></ ze Tdx
0 0

= [295]3 —e(—3e2+1)

=443 —¢

2
D’ou / f(z)de =4 —e+3e!
0

8 - Soit g la restriction de f a ’intervalle |—oo, 1]

a)

b)

Montrons que la fonction ¢ admet une fonction réciproque g=! définie sur un
intervalle J qu’on déterminera

v Montrons que la fonction g admet une fonction réciproque g—*
D’aprés la question 3- f est dérivable sur R donc elle est continue sur R
D’ou g est continue sur |—oo, 1] (%)

Et puisque f est strictement décroissante sur |—oo, 1]

Alors g est strictement monotone (%)

De (%) et (xx) on déduit que | g admet une fonction réciproque g1

v Déterminons le domaine de définition 7 de la fonction réciproque ¢!

La fonction réciproque g=! est définie sur J = g (]—oo, 1])

=9, lim_g(@)|

Tr——00

= [, tim_f@)]

Tr——00

= [1, +o0]

D’ott | g1 est définie sur J = [1, +o0|

Construisons la courbe représentative de la fonction ¢! dans le méme repére
On sait que la courbe représentative de g—* sur [1, +oo[ est la symétrique de la courbe
représentative de la fonction f sur l'intervalle |—oo, 1] (Voir la figure précédente).

-1
Déterminons lim g (=)

, a partir de la courbe représentative de ¢!
T—+00 €T

La courbe représentative de g~! admet une branche parabolique de direction celle de
I’axe des abscisses au voisinage de +oo

1
Donc| lim g_ (@)
T—+00 T

=0
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