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Exercice 1 : (2 pts)

1 - Montrons que Vn € IN, u,, <2:
Pour n =0 on a uy =1 < 2, Donc proposition vraie pour n = 0.
On suppose que In € N, u,, < 2

Montrons que U, ; < 2

3u,, —8

2un—57

3u,, — 8 —4u,, + 10
2u,, — 95

2—u,

2u, — 95

Uvn+172 N 2

On a d’apres I'hypothese u,, <2 = 2u,, —5<—-1<0et2—wu, >0

Donc u,, .y —2<0,dou U, ., <2.

’ D’apres le principe de récurrence on montre que Vn € IN, u,, < 2

2 - a) Montrons que (v,,) est une suite arithmétique de raison 2 : On calcule :

un+1_3 un_3

Up+1 = Up = un+1_2 _Un—2

3u,,—8

_ 2u,-5 _37 U, — 3
B 2 Un 2

 —Bu, =7 wu,—3

N —u,, + 2 U, — 2

~ 2u, —4 _ 9
U, — 2
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Donc la suite v,, est arithmétique de raison 2. ‘

b) l'expression du terme générale de v,, : v,, =vy+2xn =2+ 2n

Déduisons 'expression du terme générale de u,, :

U, —3 u,—2-—1 1
1 = = —
© aun—2 U, — 2 U, — 2
1
D : =1- = —2=
onc w =2 v, U, [
1 1 1 1+4n
U =t Tt T ey 1t2n  1+2n
144
D’ou : u,, = an
1+2n
144 4
c) lim w,= lim Tty
n—+oo n—+ool + 2n 2
Dou: lim w, =2
n—+0o0

Exercice 2 : (5 pts)

1 - Résolvons dans I’ensemble des nombres complexes C I’équation : 22 — v2z+1 =0
On calcule A = b? —dac = (—v2)? =4 x1x1=2—4=-2<0

Donc : I’équation admet deux solutions imaginaires conjuguées :

—b+iv—-A  V2+iV2 \/§+,\/§
21 = = — i—
! 2a 2 2 2
_ V2 2
2=a=5 oy
2 2
2 - Onposea:\g—i-%i.

a) Ecrivons a sous forme trigonométrique :
. _ - s T as s
Ona:lal=1 Donc a=1(cos(%)+isin(%))
Déduisons que a?9?% est un nombre réel :

On utilise la formule de Moivre :

2020
2020 _ 12020 ( (f) . s (f))
a == COS 4 +ISln 4

202
—1 <cos( 04()”) +isin(2020£>>

= cos(5057) + isin(5057)

= cos(h05m) = -1 € R

‘Donc : 42920 est un nombre réel ‘

b) Prouvons que : b> = a :
ona b? = (cos(%) + isin(%))2

(Formule de Moivre) = b? = (cos(3F) +isin(%)) = (cos(%) +isin(%)) =a
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Donc:b2:a‘

3 - a) Vérifions que 2’ =e'5z =bz:

Onaz —w=(z—w)es Avec w=0

Donc 2’ = e'sz = bz

b) - Déterminons I'image de C' par la rotation R :

L’image de C par la rotation R est 2’ =bc =10

Donc I'image de C par R est B. ‘

- Montrons que A est I'image de B par R :
On a I'image de B par R est 2’ = bb = b? = a (D’aprés question 2-b)).

‘ Donc A est I'image de B par R. ‘

4 - a) Montrons que |a — b| = |b — ¢| et déduisons la natrue du tiangle ABC :

on a :

Ja—b| = [b(b — 1)]
— Jol|(b—1)|
= b—1]

=|b—c| (Puisque c=1)

’Donc: ]a—b|:]b—c]‘

Alors, le triangle ABC' est un triangle isocele en B.

—

b) Déterminons une mesure de I'angle(BA, BC) :

On a:

Donc arg(b) = g[27]

5 - a) Vérifions que l'affixe de D est b? +1 :
On a 2z’ = z 4+ u avec u l'affixe du vecteur 4
Donc 2/ =z +1
Ceci implique que d =a +1 =0+ 1

‘Alors:d:bQ—i-l‘
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2

b _
b) Montrons que = b+ b et déduisons que les points D et O et B sont alignés :

b
b2 +1 1 b _
bbbt o =b+b

On a: 2 ; 7=

‘Donc les points D et O et B sont alignés.

Exercice 3 : (4 pts)

(e —1)2+2

1- a) Motrons que Vz € R,u/(z) = -
e

On a:

Ve e R,u'(x) = (e* — 2z + 2 — 3e )

=e*—2+3e"
e —2e"+3
ef)i'
(e")? — 2e” + 1 + 2
eCL’

(e” — 1)2+2

Donc : Vz € R,u'(z) = o

b) Posons le tableau de variation de la fonction u :

Ona:VxGR,u/(x):w

o7 >0

- Tableau de variation

c) Déduisons le signe de la fonction u :
- Pour z € |—00;0] , x < 0;
Puisque u est croissante sur |—o0; 0] <= wu(z) <u(0) =0
Donc :

Vo € ]—o00;0lz <0, u(z) <0
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- Pour = € [0;+00[ , > 0;
Puisque u est croissante sur [0;+o00] <=  wu(x)>u(0)=0
Donc :
Vo € [0;+oo[,z >0, u(x) >0
- Tableau de signe de la fonction u :
T —00 0 +00
u(x) - 0 +
0.5 pt
2 - a) Vérifions que : V(x) = e®u(z) :
On a:
Ve e R, V(z)=e*®—2re” 4 2e* —3
=e%(e®* —2x + 2 —3e )
= e"u(x)
Dot : V(z) = e”
0.5 pt ’ ou: V(z)=e u(x)‘
b) Duiduisons le signe de la fonction Vsur R :
Puisque Vz € R, e® > 0, donc le signe de V(z) est le méme que celui de u(z).
x —00 0 —+00
V(x) - 0 +
0.5 pt
3 - a) Montrons que la fonction W est une prémitive de la fonction Vsur R :
- On calcul la dérivé de W (x)
W’ ( :<§ T4+ (4 —2x)e” + 2e® —395)
1
=g X 2e2® + delx) — 2e” — 2ze” — 3
= e2® 4 2e* — 2ze” — 3 = V(1)
‘D’oﬁ : W(z) est une primitive de V(x) sur R‘
0.5 pt
2
b) Calculons 'intérgrale : / V(z)dx
0
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=W (2) — W (0)

1 1
:5&444—4m%+%2—6—<5+4)
B et —21
2

2 4—21
Donc : / V(z)dz = €
b 2

0.5 pt
9
c) Montrons que 3 est le minimum absolu de la fonction W sur R :
On a la dérivé de la fonction W s’annule en z = 0 (V(0) = 0)
Donc la fonction W(x) admet un extremum en point x = 0.

Calculons W’ (z) :

ntt|

0.5 pt -Pour z € [0;1] , 2 <1

Iu de la fonction W sur R
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Donc : Vz € [0;1], g(z) >0
-Pour z € [1;400[ , z>1
Puisque g est décroissante sur [1;+00] <<= g(x) <g(1l)=0
Donc : Vz € [1;400[ , g(x) <0
- Tableau de signe :
T 0 1 +o0
g(x) + 0 -
0.5 pt
PARTIE IT
1 - Calculons lim f ()
x>0
lin%f(x) = lirrol(l —x)e! =% — 22 4+ 5r — 3 —2In(z) = +o00
(gzir lim ln(g)oz —00)
x>0
‘ Donc (C') admet une asymptote verticale d’équation x = 0
2 - a) Montrons que 1i£rn f(z) =400 :
r—+00
: — : _ l—a _ .2 2 _
wl_l}I_Eloof(l’) = xEElooﬂ x)e x* + 5z — 3 —2In(x)
Onposet=1—x <= x=1—tdoncsiz— +ooalorsz — —o0
Alors :
lim tet — (1 —t)2+5(1 —t) —3 —2In(1—1t)
t——00
. 5 3 In(1—1¢)
= lim te!+ (1 —1)%2 | -1 — -
i e+ (L ¢) ( T T =g (1—t)2>
= —00
3 In(1—1)
. N . B B _
0.5 pt (Car tLl{noote 3 OettE@wl i gy s 0)
b) Montrons que lim @) =—
r—+o00 I
0.5 pt

_ l—z __ .2 o _
i f(zx) lim (1—2x)e x® + 5 — 3 —2In(x)

T—+oo I T—+00 T
_ g (z@elTt 2 se -3 ()
T—+00 €T €T T T
1 3.1
= lim (——1)el—x_$+5_7_2n(x):_oo
Tr—+o00 I T T

In(x)

1 3
(car lim (——1)e!l=*=0, lim =0, lim ——=0et lim —z+5=—00)
rT—+00 I r—+o0 I T—+00 €T r—+00

Interprétation :
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‘ (C) admet une branche parabolique de direction les axes des ordonnées au voisinage de +oo
0.25 pt
1 pt 3 - a) Calcul de la dérivé : Vx € |0; +o0] ,
f(x)=(1—xz)e'"*—2?+5x—3— 21In(z))’
2 2
=—el""—(1—2)el " 2—22+5——=—-2e"+xel"*—20+1+4——
x x
1 1
= -2 <e1_“—|———2> + (el_x—l—f—2>
x x
=(x—2) (elx+1—2>
B x
‘Donc : Vo €]0;+00[, f/(z) = (z — 2)g(x) ‘
b) Etudions la monotonie de f :
Puisque le signe de g est déterminé (d’apres la question I-2) donc le signe de f'(x) est
0.75 pt donnée par le tableau suivant
r 0 1 2 400
x — 2 N 0 +
g(x) 4 0 -
f(x) = (z =2)g(x) - 0 + 0 -
D’apres le tableau précédent sur les intervalles ]0;1] et [2;00[, on a f'(z) < 0 donc la
fonction f est décroissante sur les intervalles ]0; 1] et [2; 00[. et dans l'intervalle [1;2] la
0.25 pt dérivé f’ est positive , donc f est croissante sur [1;2].
c) tableau de variation
x 0 1 2 +00
I (x) - 0 + 0 -
(@) +00 —_— 1.25 — .
4 - La fonction f est une fonction continue sur ]0; +o00[ et en particulier |3;4[ et la fonction f
0.5 pt est strictement décroissante sur |3;4[ et le f(3) x f(4) <0
Donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires (TVI) :
I'équation f(z) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle |3; 4]. ‘
1 pt 5 - Construction de la figure
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yJ\

i D.25 pour I'asymptote

3

1 0.25 pour chaqud tangente

) \ (©)

J \

) >

=1 0 —1 i

| D.25 pour la|branche paraboliq

PARTIE IIT

1 - a) dans lintervalle [1;2] la fonction admet un maximum pour xz = 0

0.5 pt Donc h(z) <0 <= f(z)—2 <0
’Vaz €[1;2] , f(x) 333‘
b) On a la fonction h est continue et strictement décroissante sur [1; 2]
et comme 0 € h([1;2]); donc I'équation h(x) = 0 admet unique solution dans 'intervalle
[1; 2]
Or h(1) = 0 alors 1 est I'unique solution de I’équation h(x) = 0 dans U'intervalle [1; 2]
0.25 pt ’Donc l’équation f(z) = x admet 1 comme une unique solution dans I'intervalle [1; 2] ‘ .
0.75 pt 2 - a) a) Montrons que : (Vn € N),1 <u, <2
Pour n =0, on a uy =2 donc 1 < uy < 2.
Soit n € N.
On suppose que 1 < u,, <2, montrons que : 1 <wu,,; <2.0na
l<u, €2 = f)<flu,) < f2)
Fest M sur [1,2]
https://steinmath.com 9/10 Option PC & SVT
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b)

et comme f(z) < x pour tout x € [1,2] alors f(2) <2

Donc 1 < u < 2.

n+1

| Dol:Vn€eN,1<u, <2 |

Montrons que la suite (u,,) _ est décroissante :
On a pour tout = € [1,2], f(z) < x

et comme u,, € [1,2], donc f(u,) <u,

D’ou

(vn € [N)a Up+1 Su

n

Ce qui montre que la suite (un)ne[N est décroissante.

Déduisons que la suite est convergente
On a : La suite <u")n€D\l est décroissante. et comme elle est minorée par 1, alors elle est
convergente.

Calculons lim,,_,  u, :
On a:

i. La suite (u,) _

est définie par : (Vn € N),u, ., = f(u,)
ii. uy € [1,2].

iii. fest continue sur [1,2]

iv. f([1,2]) C[1,2]

v. la suite (u,) _  est convergente

neN

Donc sa limite £ (lim = () est une solution de I'’équation f(z) = z dans [1,2]

n—r+00 un

Puisque 1 est I'unique solution de I’équation f(x) = x sur [1, 2]

‘ Donc lim,, , u, = 1‘
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