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Mathématiques

Exercice 1 : (4 pts)

1 - On a : 𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛
2𝑢𝑛 + 5

0.25 pt

Donc

𝑢1 = 2𝑢0
2𝑢0 + 5

,

=
2 × 3

2
2 × 3

2 + 5

= 3
8

2 - Montrons que : (∀𝑛 ∈ ℕ) , 𝑢𝑛 > 00.5 pt

On a 𝑢0 = 3
2

> 0

Donc la proposition est vrai pour 𝑛 = 0.

Supposons que : ∃𝑛 ∈ ℕ tel que 𝑢𝑛 > 0

montrons que : 𝑢𝑛+1 > 0

On a :

𝑢𝑛 > 0 ⟹ 2𝑢𝑛 > 0 𝑒𝑡 2𝑢𝑛 + 5 > 0

⟹ 2𝑢𝑛
2𝑢𝑛 + 5

> 0

⟹ 𝑢𝑛+1 > 0

Donc d’après le raisonnement par récurrence, on a : (∀𝑛 ∈ ℕ) , 𝑢𝑛 > 0

3 - a) Montrons que : (∀𝑛 ∈ ℕ) , 0 < 𝑢𝑛+1 ≤ 2
5

𝑢𝑛1 pt

On a d’après la question présidente (∀𝑛 ∈ ℕ) , 𝑢𝑛 > 0
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Donc 𝑢𝑛+1 > 0

Et on a :

𝑢𝑛+1 − 2
5

𝑢𝑛 = 2𝑢𝑛
2𝑢𝑛 + 5

− 2
5

𝑢𝑛

= 10𝑢𝑛 − 2𝑢𝑛(2𝑢𝑛 + 5)
5(2𝑢𝑛 + 5)

= −4𝑢2
𝑛 − 10𝑢𝑛 + 10𝑢𝑛
10𝑢𝑛 + 25

= −4𝑢2
𝑛

10𝑢𝑛 + 25
≤ 0

Alors 𝑢𝑛+1 ≤ 2
5

𝑢𝑛

Donc (∀𝑛 ∈ ℕ) , 0 < 𝑢𝑛+1 ≤ 2
5

𝑢𝑛

b) — Déduisons que : (∀𝑛 ∈ ℕ) , 0 < 𝑢𝑛 ≤ 3
2

× (2
5

)
𝑛

0.5 pt

On a : (∀𝑛 ∈ ℕ) , 0 < 𝑢𝑛+1 ≤ 2
5

𝑢𝑛

Pour : 𝑛 = 0 on a : 0 < 𝑢1 ≤ 2
5

𝑢0

Pour : 𝑛 = 1 on a : 0 < 𝑢2 ≤ 2
5

𝑢1

Pour : 𝑛 = 2 on a : 0 < 𝑢3 ≤ 2
5

𝑢2

.........

.........

.........

Pour : 𝑛 − 1 on a : 0 < 𝑢𝑛 ≤ 2
5

𝑢𝑛−1

On fait la multiplication coté par coté et on obtient :

0 < 𝑢1 × 𝑢2 × ... × 𝑢𝑛 ≤ (2
5

)
𝑛

𝑢0 × 𝑢1 × 𝑢2 × ... × 𝑢𝑛−1

0 < ��𝑢1 ×��𝑢2 × ... ×���𝑢𝑛−1 × 𝑢𝑛 ≤ (2
5

)
𝑛

𝑢0 ×��𝑢1 ×��𝑢2 × ... ×���𝑢𝑛−1

Donc (∀𝑛 ∈ ℕ) , 0 < 𝑢𝑛 ≤ 3
2

× (2
5

)
𝑛

— On a : lim
𝑛→+∞

3
2

× (2
5

)
𝑛

= 0 (𝑐𝑎𝑟 ∶ −1 < 2
5

< 1)

Donc lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0

4 - a) Montrons que : (𝑣𝑛)𝑛 est une suite géométrique.0.75 pt

On a : 𝑣𝑛 = 4𝑢𝑛
2𝑢𝑛 + 3
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Donc

𝑣𝑛+1 =
4𝑢𝑛+1

2𝑢𝑛+1 + 3

=
4 × 2𝑢𝑛

2𝑢𝑛 + 5

2 × 2𝑢𝑛
2𝑢𝑛 + 5

+ 3

=

8𝑢𝑛

����2𝑢𝑛 + 5
4𝑢𝑛 + 6𝑢𝑛 + 15

����2𝑢𝑛 + 5

= 2
5

× 4𝑢𝑛
2𝑢𝑛 + 3

= 2
5

× 𝑢𝑛

Donc (𝑣𝑛)𝑛 est une suite géométrique de raison 2
5

.

b) On a : 𝑣0 = 4𝑢0
2𝑢0 + 3

= 11 pt

On a : (𝑣𝑛)𝑛 suite géométrique de raison 𝑞 = 2
5

et de premier terme 𝑣0 = 1

Donc

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞𝑛

= (2
5

)
𝑛

Exercice 2 : (5 pts)

1 - a) On a :0.5 pt

Δ = (−2(
√

2 +
√

6))
2

− 4 × 1 × 16

= 4(
√

2 +
√

6)2 − 64

= 4(8 + 4
√

3) − 64

= 16
√

3 − 32

= −4(8 − 4
√

3)

= −4(6 − 4
√

3 + 2)

= −4(
√

6 −
√

2)2 < 0

b) L’équation admet deux solutions complexes :1 pt
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𝑧1 = �2(
√

2 +
√

6) − �2𝑖(
√

6 −
√

2)
�2

=
√

2 +
√

6 − 𝑖(
√

6 −
√

2)

Et

𝑧2 = ̄𝑧1

=
√

2 +
√

6 + 𝑖(
√

6 −
√

2)

2 - a) On a :0.75 pt

𝑏 ̄𝑐 = (1 + 𝑖
√

3)(
√

2 − 𝑖
√

2)

=
√

2 − 𝑖
√

2 + 𝑖
√

6 +
√

6

=
√

2 +
√

6 + 𝑖(
√

6 −
√

2)

= 𝑎

D’où 𝑏 ̄𝑐 = 𝑎

On a :

𝑏 ̄𝑐 = 𝑎 ⟹ 𝑏 ̄𝑐𝑐 = 𝑎𝑐

⟹ 𝑎𝑐 = 𝑏|𝑐|2

⟹ 𝑎𝑐 = 𝑏 (
√

2
2

+
√

2
2
)

⟹ 𝑎𝑐 = 4𝑏

b) On a :0.5 pt

𝑏 = 1 + 𝑖
√

3

= 2 (1
2

+ 𝑖
√

3
2

)

= 2 (cos (𝜋
3

) + 𝑖 sin (𝜋
3

))

Et

𝑐 =
√

2 + 𝑖
√

2

= 2 (
√

2
2

+ 𝑖
√

2
2

)

= 2 (cos (𝜋
4

) + 𝑖 sin (𝜋
4

))
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c) On a : 𝑐 = 2 (cos (𝜋

4
) + 𝑖 sin (𝜋

4
))0.5 pt

Donc ̄𝑐 = 2 (cos (−𝜋
4

) + 𝑖 sin (−𝜋
4

))

Et on a :

𝑎 = 𝑏 ̄𝑐

= 2 (cos (𝜋
3

) + 𝑖 sin (𝜋
3

)) × 2 (cos (−𝜋
4

) + 𝑖 sin (−𝜋
4

))

= 4 (cos (𝜋
3

+ −𝜋
4

) + 𝑖 sin (𝜋
3

+ −𝜋
4

))

= 4 (cos ( 𝜋
12

) + 𝑖 sin ( 𝜋
12

))

3 - a) On a :0.5 pt

𝑅(𝑀) = 𝑀 ′ ⟺ 𝑧′ − 𝑧𝑜 = 𝑒𝑖 𝜋
12 (𝑧 − 𝑧𝑜)

⟺ 𝑧′ = (cos ( 𝜋
12

) + 𝑖 sin ( 𝜋
12

)) 𝑧

On a : 𝑎 = 4 (cos ( 𝜋
12

) + 𝑖 sin ( 𝜋
12

))

Donc (cos ( 𝜋
12

) + 𝑖 sin ( 𝜋
12

)) = 1
4

𝑎

D’où 𝑅(𝑀) = 𝑀 ′ ⟺ 𝑧′ = 1
4

𝑎𝑧

b) On a :0.25 pt

𝑧′ = 1
4

𝑎 × 𝑐

= 1
4

× 4𝑏 (d’après la question 2-a, on a ac=4b)

= 𝑏

D’où 𝐵 est l’image de 𝐶 par la rotation 𝑅.

c) On a :

𝑅(𝐶) = 𝐵 ⟺ 𝑏 − 𝑧𝑜
𝑐 − 𝑧𝑜

= 𝑒𝑖 𝜋
12

⟺ ∣𝑏 − 𝑧𝑜
𝑐 − 𝑧𝑜

∣ = 1 𝑒𝑡 𝐴𝑟𝑔 (𝑏 − 𝑧𝑜
𝑐 − 𝑧𝑜

) ≡ 𝜋
12

[2𝜋]

⟺ 𝐵𝑂 = 𝐶𝑂 𝑒𝑡 𝐴𝑟𝑔 (𝑏 − 𝑧𝑜
𝑐 − 𝑧𝑜

) ≡ 𝜋
12

[2𝜋]

Donc 𝑂𝐵𝐶 est triangle isocèle en 𝑂.

d) — On a : 𝑎 = 4 (cos ( 𝜋
12

) + 𝑖 sin ( 𝜋
12

))0.75 pt
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Donc

𝑎4 = 44 (cos ( 𝜋
12

) + 𝑖 sin ( 𝜋
12

))
4

= 256 (cos (4𝜋
12

) + 𝑖 sin (4𝜋
12

))

= 256 (cos (𝜋
3

) + 𝑖 sin (𝜋
3

))

= 256 (1
2

+ 𝑖
√

3
2

)

= 128(1 + 𝑖
√

3)

= 128𝑏

— On a :
𝑎4

𝑏
= 128 ⟹ 𝑑 − 𝑧𝑜

𝑏 − 𝑧𝑜
= 128 ∈ ℝ

D’où 𝐷, 𝐵 et 𝑂 sont alignés.

Exercice 3 : (4 pts)

1 - a) On a 𝑔 est dérivable sur ]0, +∞[0.5 pt

Donc pour touts 𝑥 de ]0, +∞[, on a :

𝑔′(𝑥) = �2 × 1
�2
√

𝑥
− 1

𝑥

=
√

𝑥 − 1
𝑥

b) On a : (∀𝑥 ∈ [1, +∞[)0.5 pt

𝑥 ≥ 1 ⟹
√

𝑥 ≥ 1

⟹
√

𝑥 − 1 ≥ 0

⟹
√

𝑥 − 1
𝑥

≥ 0

D’où (∀𝑥 ∈ [1, +∞[) , 𝑔′(𝑥) ≥ 0

Donc 𝑔 est croissante sur ]0, +∞[

c) Pour touts 𝑥 ∈ [1, +∞[, on a 𝑥 ≥ 1 ⟹ ln 𝑥 ≥ 00.5 pt

Comme 𝑔 est croissante sur [1, +∞[, donc 𝑔(𝑥) ≥ 𝑔(1) = 0

D’où 2
√

𝑥 − 2 − ln (𝑥) ≥ 0 ⟹ ln (𝑥) ≤ 2(
√

𝑥 − 1) ≤ 2
√

𝑥

Donc ∀𝑥 ∈ [1, +∞[ , 0 ≤ ln (𝑥) ≤ 2
√

𝑥

d) On a : ∀𝑥 ∈ [1, +∞[1 pt
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0 ≤ ln (𝑥) ≤ 2

√
𝑥 ⟹ 0 ≤ ln3 (𝑥) ≤ 8𝑥

√
𝑥

⟹ 0 ≤ ln3 (𝑥)
𝑥2 ≤ 8𝑥

√
𝑥

𝑥2

⟹ 0 ≤ ln3 (𝑥)
𝑥2 ≤ 8√

𝑥

Et on a : lim
𝑥→+∞

8√
𝑥

= 0. Donc lim
𝑥→+∞

ln3 (𝑥)
𝑥2 = 0

2 - a) On a 𝐺 est dérivable sur ]0, +∞[

Et (∀𝑥 ∈ ]0, +∞[)0.75 pt

𝐺′(𝑥) = −1 + 4
3

√
𝑥 − ln (𝑥) + 𝑥 ( 2

3
√

𝑥
− 1

𝑥
)

= −1 + 4
3

√
𝑥 − ln (𝑥) + 2

3
√

𝑥 − 1

= 2
√

𝑥 − 2 − ln (𝑥)

= 𝑔(𝑥)

Donc 𝐺 est une primitive de 𝑔 sur ]0, +∞[.

b) On a :0.75 pt

∫
4

1
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = [𝑥 (−1 + 4

3
√

𝑥 − ln(𝑥))]
4

1

= 4 (−1 + 8
3

− ln (4)) − (−1 + 4
3

)

= 28
3

− 3 − 4 ln 4

Problème : ( 7 pts)

1 - On a : 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 5
2

− 1
2

𝑒𝑥−2 (𝑒𝑥−2 − 4)0.5 pt

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−𝑥 + 5
2

− 1
2

𝑒𝑥−2 (𝑒𝑥−2 − 4)

= +∞ (car : on a lim
𝑥→−∞

𝑥 + 5
2

= −∞ d’où lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥−2 = 0)

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−𝑥 + 5
2

− 1
2

𝑒𝑥−2 (𝑒𝑥−2 − 4)

= −∞ (car : on a lim
𝑥→+∞

𝑥 + 5
2

= +∞ d’où lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥−2 = +∞)

2 - a) On a :0.5 pt
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lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − 𝑦 = lim
𝑥→−∞��−𝑥 +

�
��
5
2

− 1
2

𝑒𝑥−2 (𝑒𝑥−2 − 4) +�𝑥
�
��−5
2

= lim
𝑥→−∞

−1
2

𝑒𝑥−2 (𝑒𝑥−2 − 4)

= 0 (car : on a lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥−2 = 0)

D’où la droite (Δ) d’équation : 𝑦 = −𝑥 + 5
2

est une asymptote oblique à la courbe (𝒞𝑓)

au voisinage de −∞.

b) On a :0.75 pt

𝑒𝑥−2 − 4 = 0 ⟺ 𝑒𝑥−2 = 4

⟺ 𝑒𝑥−2 = 𝑒ln 4

⟺ 𝑥 − 2 = ln 4

⟺ 𝑥 = ln 4 + 2

On a : 𝑓(𝑥) − 𝑦 = −1
2𝑒𝑥−2 (𝑒𝑥−2 − 4)

Donc le signe de 𝑓(𝑥) − 𝑦 est l’opposé de 𝑒𝑥−2 − 4

Et on a :

𝑥

𝑒𝑥−2 − 4

−∞ 2 + ln 4 +∞

− 0 +

Donc la courbe (𝒞𝑓) est au dessus de (Δ) sur l’intervalle ] − ∞; 2 + ln 4] et en dessous de

(Δ) sur l’intervalle [2 + ln 4; +∞[.

3 - On a :0.5 pt

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)
𝑥

= lim
𝑥→+∞

−1 + 5
2𝑥

− 1
2

× 𝑒𝑥−2

𝑥
(𝑒𝑥−2 − 4)

= lim
𝑥→+∞

−1 + 5
2𝑥

− 1
2

× 𝑒𝑥−2

𝑥 − 2
× 𝑥 − 2

𝑥
(𝑒𝑥−2 − 4)

On a : lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥−2

𝑥 − 2
= lim

𝑡→+∞

𝑒𝑡

𝑡
= +∞ (avec 𝑡 = 𝑥 − 2)

Et lim
𝑥→+∞

𝑥 − 2
𝑥

= 1 et lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥−2 = +∞

Donc

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)
𝑥

= −∞

Alors (𝒞𝑓)admet une branche parabolique dirigée vers l’axe des ordonnées au voisinage de

+∞
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4 - a) On a 𝑓 est dérivable sur ℝ.0.5 pt

𝑓 ′(𝑥) = −1 − 1
2

𝑒𝑥−2 (𝑒𝑥−2 − 4) − 1
2

𝑒𝑥−2 × 𝑒𝑥−2

= −1 − 1
2

(𝑒𝑥−2)2 + 2𝑒𝑥−2 − 1
2

(𝑒𝑥−2)2

= −1 − (𝑒𝑥−2)2 + 2𝑒𝑥−2

= − ((𝑒𝑥−2)2 − 2𝑒𝑥−2 + 1)

= − (𝑒𝑥−2 − 1)2

b) On a 𝑓 ′(𝑥) = − (𝑒𝑥−2 − 1)2 ≤ 0. D’où0.25 pt

𝑥

𝑓 ′(𝑥)

𝑓

−∞ 2 +∞

− 0 −

+∞+∞

−∞−∞
2

5 - On a 𝑓 ′ est dérivable sur ℝ.0.75 pt

𝑓″(𝑥) = (− (𝑒𝑥−2 − 1)2)
′

= −2𝑒𝑥−2 (𝑒𝑥−2 − 1)

Le signe de 𝑓″ est le signe opposé de (𝑒𝑥−2 − 1)

Et on a :

𝑒𝑥−2 − 1 = 0 ⟹ 𝑒𝑥−2 = 1

= 𝑥 − 2 = 0

= 𝑥 = 2

Et

𝑒𝑥−2 − 1 > 0 ⟹ 𝑥 > 2

D’où
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𝑥

𝑒𝑥−2 − 1

𝑓″(𝑥)

−∞ 2 +∞

− 0 +

+ 0 −

On 𝑓″ s’annule en 2 et elle change leur signe, alors 𝐴(2, 2) est le point d’inflexion de (𝒞𝑓).

6 - On a 𝑓 est dérivable sur ℝ, donc elle est continue sur ℝ et en particulier sur [2 + ln 3; 2 + ln 4].0.5 pt

Et on a 𝑓 est strictement décroissante sur [2 + ln 3; 2 + ln 4].

Et on a :

𝑓(2 + ln 3) = −2 − ln 3 + 5
2

− 1
2

𝑒ln 3(𝑒ln 3 − 4)

= −2 − ln 3 + 5
2

+ 3
2

= 2 − ln 3 > 0

𝑓(2 + ln 4) = −2 − ln 4 + 5
2

= 1
2

− ln 4 < 0

D’où 𝑓(2 + ln 3) × 𝑓(2 + ln 4) < 0

Donc d’après Théorème des valeurs intermédiaires l’équation 𝑓(𝑥) = 0 admet une unique

solution 𝛼 avec 2 + ln 3 < 𝛼 < 2 + ln 4.

7 - Traçons (𝒞𝑓) et (𝒞𝑓−1)

𝑥

𝑦

−2 −1 1 30

−1

1

2

3

4

(𝒞𝑓)

(𝒞𝑓−1)

𝑦 = 𝑥

0.250.25

0.25
0.25 : l’asymptote

0.25

0.25

⃗𝑖

⃗𝑗
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8 - a) On a 𝑓 est continue et strictement décroissante sur ℝ. Donc 𝑓 admet une fonction réci-0.5 pt

proque 𝑓−1 définie sur 𝑓 (ℝ) = ℝ.

b) La construction de (𝒞𝑓−1).

c) On a :0.5 pt

(𝑓−1)′ (2 − ln 3) = 1
𝑓 ′ (𝑓−1(2 − ln 3))

= 1
𝑓 ′ (2 + ln 3)

= −1
22 = −1
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