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Exercice 1 : (3 pts)
Dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, 07 %) , on consideére les points
A(1,—1,-1), B(0,~2,1) et C(1,—2,0).
0,75 pt 1 - a) Montrons que EAE:;+5+%
0—1 —1 1-1 0
Ona: AB —24+1 alorsAB -1 et AC —24+1 | Alors AC -1
1+1 2 0+1 1
D’ou
-1 0
L, -1 =15 —1 0. -1 0 |-
ACNAC=| —1 |A]| =1 | = i— i+ k
2 1 2 1 -1 -1
2 1
= (=142)i—(=140)j+(14+0)k
=i+j+Fk
Donc, AB A AC = Z+j+7%
b) Déduisons que =+ y + z+ 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC).
0,5 pt Le vecteur AB A Td(l, —1,—1) est un vecteur normal au plan (ABC) donc 1’équation
du plan (ABC) est de la forme : 2 +y+ 2+ d = 0.
Le point A(1,—1,—1) appartienne au plan (ABC)donc:1—1—1+d=0doud = 1.
‘ Donc, x +y + z + 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC). ‘
2 - Soit (5) la sphére d’équation 2% +y? + 22 —4x +2y—22+1=0
Montrons que le centre de la spheére (S) est Q(2,—1,1) et que son rayon est
0,75 pt R =+/5.
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ona:
2y 42t —dr+2y—2241=022 —do+4-4+y2+2y+1-1+22—-22+1-14+1=0
———e
(-2)7 w12 (=172
S x—22 -4+ F+1)2-14+(z—-12-14+1=0
S (x—22 4 (y+ 1)+ (212 =5=V5
La derniére écriture représente I’équation cartésienne de la sphére de centre (2, —1,1) et
de rayon R = /5
Donc ,la sphere (S) a pour centre le point €(2, —1,1) et pour rayon R = /5
0,5 pt 3 - a) Calculons d(£2, (ABC)) la distance du point {2 au plan (ABC).
2-141+1
Ona: d(Q, (ABC)) = B = 2 — V3,
on remplace z +y + z + 1 (sans écrire = 0) par les coordonnées de (2,—1,1))
Donc, d(Q, (ABC)) = /3
0,5 pt b) Déduisons que le plan (ABC) coupe la sphére (S) selon un cercle(I") (la déter-
mination du centre et du rayon de (I') n’est pas demandée )
Puisque le rayon du cercle est R = /5 et on a ;d(£, (ABC)) = V3 < /5
Alors, | 'intersection du plan (ABC) et la sphere (S) sera un cercle (I). ‘
Exercice 2 : (3 pts)
1 - Résolvons dans ’ensemble C des nombres complexes I’équation : 2> — 224+ 4 =0
0,75 pt On calcule :le discriminant A : Ona: A= (-2)2—-4x1x4=4—16=—12<0.
D’ou I’équation a deux solutions complexes conjuguées :
2+ivV—A  24iV12  2+4i2v/3
21: +Z == +Z == +Zf:1+1\/§et22:21:1—2\/§
2x1 2 2
Donc, ensemble des solutions de I’équation est : S = {1 +4v/3;1 —i\/3}

2 - Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, V), on consi-
dére les points A, B, C et D d’affixes respectives a = 1—iv/3, b=2+2i, ¢ =+/3+i
et d=—2+2V3.

0,5 pt a) Vérifions que a —d = /3(c —d). On a :
c—d=V3+i—(—2+2V3)=—V3+2+i
a—d=1—iV3—(—2+2V3)=3-2V3—iV3=—V3(=V3+2+i) = —V3(c—d)
c—d
Donc, a —d = —\/g(c —d)
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0,25 pt b) Déduisons que les points A, C' et D sont alignés. On a :
- Le vecteur DA a pour affixe 257 = a —d.

- Le vecteur DC a pour affixe 255 =c—d

a—d:—\/g(C—d)<:>Zm:—\/§Zﬁ
< DA = —/3DC

Par suite les deux vecteurs DA et DC sont colinéaires donc les points A et C et D sont

alignés .

Dong, les points A , C' et D sont alignés .

3 - On considére z ’affixe d’un point M et 2’ ’affixe de M’ image de M par la rota-
tion R de centre O et d’angle %77

0,5 pt Vérifions que 2z’ = %az.

L’écriture complexe de la rotation R est de la forme : 2’ —w = (2 — w)e'? avec w est I'affixe

du centre de la rotation et 6 est ’angle de la rotation.

Dou: 2 —0=(z—0)e'%

2 =2 x (cos(~Z) + s (T))
(o) =1 (5))

Il

I
N | —
—~
—_

|

~.
>
SN—

1
D '=—qz.
onc, 2 2az

4 - Soient H I’image du point B par la rotation R, h son affixe et P le point d’affixe
p tel que p=a—c.

0,5 pt a) Vérifions que h =ip. On a :
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0,5 pt

R(B)=H<h=-ab

1
2
@h:%(l—i\/g)(Q—kZi)

o h=(1-14iV3)(1+1)

o h=(1-14iV3)+i(l—iV3)

S h=i(—i—V3)+i(l—iV3)

S h=ila—c)

< h=1p

b) Montrons que le triangle (OHP) est rectangle et isocéle en O. On a :

|[h=0[ _ |,
oo = [

h—0 ip _
(OP,OH) = arg (%) [27]

- - = =
p—0 p

4
geli=

OH = OP

: e ——
(OP,OH) = %[2n]

{ OH _ 4
‘O—P;.—:—’
(OP,OH) = arg(i)[2n]; (2 =1)

Donc on a :
- OH = OP d’ou le triangle OHP est isocele en O.
- (OP,0OH) = 5[27] d’ott le triangle OHP est rectangle en O.

‘Donc, le triangle (OH P) est rectangle et isocele en O.

Exercice 3 : (3 pts)

Une urne contient dix boules : trois boules vertes, six boules rouges et une boule noir
indiscernables au toucher. On tire au hasard et simultanément trois boules de I’urne.
On considére les événements suivants :

A : < Obtenir trois boules vertes >

B : < Obtenir trois boules de méme couleur >

C : « Obtenir au moins deux boules de méme couleur >

_ T
40
[> On calcule card 2 : (ou encore le nombre des tirages possibles ).

1
1 - Montrons que P(A) = 50 et P(B)
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1pt

Tirer simultanément 3 boules parmi 10 boules présente une combinaison de 3 parmi 10 ,.
d’ou le nombre des tirages possibles est le nombre des combinaisons de 3 parmi 10 ce nombre

est :

card Q = CFy = 1258 = 120.

donc : card Q = C3, = 120.
On calcule cardA : ( le nombre des tirages qui réalisent 1’événement A ).
I’événement A « les 3 boules tirées sont vertes » Tirées 3 boules vertes simultanément parmi

3 boules vertes de 'urne ceci présente une combinaison de 3 parmi 3 .

3Ix2x1 __ 1
1x2x3

Donc le nombre des tirages qui réalisent I'’événement A est C3 =

donc : card A = Cg =1

. C3
Conclusion : p(A4) = @42 — =3 = L.

[> On calcule cardB : ( le nombre des tirages qui réalisent I’événement B ).
I’événement B «les 3 boules tirées sont de méme couleur»
ou encore I'événement B est B «les 3 boules tirées sont vertes ou les boules sont rouges ».

e les 3 boules tirées simultanément sont vertes parmi 3 boules vertes de I'urne on a :
cardA =C5 =1

e les 3 boules tirées simultanément sont rouges parmi 6 boules rouges de I'urne on a :

3_6><5><4_

= =2
6 Ix2x1 0

Dot : cardB = C +C§ =1+ 20 = 21

. _cardB_C§+Cg’_£_M—l
donc : p(B) = &4G = 03, — 120 — Fx40 — 10°

1
Conclusion : p(B) = -5 | Donc, P(A) = 190 et P(B) = —

Calculons p(C).

On calcule cardC : ( le nombre des tirages qui réalisent I’événement C') .

C « au moins deux boules de méme couleur »

ou encore C « exactement deux boules de méme couleur ou exactement trois boules de méme
couleur »

L’événement contraire de 1’événement C' est 1’événement C

C « les trois boules de couleurs différentes »

Donc : cardC = O3 x C} x C} =3 x 6 x 1 =18.

Par suite card C = card Q — card C' = 120 — 18 = 102.

Donc : -
cardC _ card Q2 — card C _ 120 — 18 _ 102 _ 6 x 17 _ 17

PO = Garda — 3, 120 120 6x20 20
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Donc, p(C).
Exercice 4 : (11 pts)
Soit f la fonction numérique définie sur ’intervalle |0, +oco[ par :
1 1
fl@)=z+ - —Inz+ = (nz)’
2 2
et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, f) (unité:1 cm)
PARTIE T
0,5 pt 1 - Calculons lirg+ f(x), puis interprétons le résultat géométriquement.
Tr—r
. 1 1
On a: alclir[l)ﬂf+§—§.
>0
limgo—Inx = +0
et limlnz =—c0 = =24
220 limg 0 (In x)2 = +00
>0
1 1
Done, lim f(z) =limz + - —Inz + = (lnz)? = +o0.
z—0 z—0 2 2
>0 x>0
Donc, lim f(z) = 400
z—0*
On interpreéte le résultat géométriquement :
Puisque on a limg_o f(x) = 400
>0
Alors, | la courbe (C) admet une asymptote verticale d’équation x = 0. ‘
1 1
0,25 pt 2 - a) Vérifions que pour tout x de |0, +oc[, f(z)=x+ 3 + (5 Inx — 1) Inz
Ona:
+1+<11 1)1 o e xme -1
x+ = —Inz—1)lnz=z+—-+-Inzxlnz—Inx
2 2 2 2
1 1
=z+ 3 + i(lnx)2 —Inz
= f(z)
Conclusion : pour tout z de ]0,+oo [: f(z) =2+ 1+ (3lnz—1)lnz
0,5 pt b) Déduisons que lim f(z)= +oc.
r—+00
On a: limm_,+ooa:—|—% =lim, , o =+occetlim, _,, Inxr=+o0
Donc  lim,_, (%lnx - 1) Inz = +o0.
Dou : lim,_,, . f(z) =lim, ,, o (z+ 3+ (3Inz—1)Inz) = +ooc.
Donc, mggloo f(z) = +o0.
www.steinmaths.com 6/13 C & SVT
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(Inz)? In/x 2 . L
c¢) Montrons que = NG pour tout x de |0,4+o00[, puis Déduisons
x x
: (Inz)? _
0,5 pt que lim, ,,  ~—— =0.
e Montrons que pour tout x de |0, +00|,
On a: ,
2
(ma)? _ (n(v2))
v (Ve
21 2
= w; (Inz" =rlnz;r € Q)
~ 4(In/x)?
(V)?
_4 Inyz\>
= 7
2
Donc, (lnf)Q =4 (hi/‘g) :
e Déduisons que lim__,, (m;«)? =0.0Ona:
2 2
lim In) = lim 4 (hl\/f)
T—+00 €T T—+00 \/E
li 4<1nt>2'(t—\/_- — it — )
= t;frnm / (=T, x +00; “+00
( . Int )
= ;| lim — =
t—+too
Dongc, lim,_,, % = 0.
d) Montrons que (C) admet au voisinage de +oo une branche parabolique de
0,75 pt direction asymptotique la droite (A) d’équation y = x
h x . z+i—Inz+1(lnx)? . nx nz)?
On a: llmm_,JrOO% =lim, , THpmnrty(ne) ;2( ) :hmm_wrool—l—i—l?—i—%(l x) =1
: 1 _ : Inzx __ : (nx)* _
(Car lim, ., 1+5-=1et lim, 2*=0et lim, .,  — —0)
D’ou : azlimxﬁﬂx@ = 1.
>lim, o f(z)—2 =lim, ,,  2z+3s+(sInz—1)lnz—z =400 (car:lim, ,  Inz=+oc)
Donc b = lim,_,,  f(z) — 2 = 400
Par suite :
lim, ., o f(z) =400 et a:limm_woo@ =letb=1lim,  f(x)—2=+oo.
https://steinmath.com 7/13 Option PC & SVT
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0,5 pt

1 pt

0,5 pt

Donc, (C) admet au voisinage de +o0o une branche parabolique de direction asymp-

totique la droite (A) d’équation y = x

3 - a) Montrons que pour tout x de |0,1]: (z —1)+Inz <0 et pour tout x de [1,+o0] :
(x—1)+Inz >0

> Montrons que : pour tout z de |0,1]: (z —1) +lnz <0

—1<x—1<0
Ona:0<z<1=
Inz <0

= (x — 1)+ Inz < 0 (car la somme de deux nombres négatifs est un nombre négatif)
Donc : pour tout x de ]0,1] : (x —1) +Inz <0

> Montrons pour tout = de [1,+oo[: (x —1) 4+ Inx > 0.

z—12>0
Ona:z>1= { = (x—1)4+Inz <0 (car la somme de deux nombres
Inx >0

positifs est un nombre positif )

Donc : pour tout = de [1,+oo[: (z — 1) +Inz > 0.

. pour tout x de ]0,1] : (x — 1)+ Inz <0
Conclusion :

pour tout x de [1,4o0[: (x —1) +Inz >0

_x—1+1nx

b) Montrons que pour tout z de |0, +oo[, f'(z)
x

On a pour tout = de |0, +o0]

Donc, f/(x)

c) Dressons le tableau de variations de la fonction f

T 0 1 +00

[][oM
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2—1
0,5 pt 4 - a) Montrons que f"(z) = 2n:v pour tout z de |0, +o0].
x
Pour tout z de ]0, +oo|
” r—1+Inz,,
(@) = (———)
x
I+ xz—(z—1+nz)x1
r+1l—2z+1—-Inz
2—Inx
b) Déduisons que (C) admet un point d’inflexion dont on déterminera les coor-
0,5 pt données.
Le singe de f” dépend du singe de 2 — In x.
eOna:2—Inz=0&In(z) =22 =¢?
Alors f” s’annule en e?
eFtona:2—lnz>0<eches<2<0<z<e?
Alors f”est positive sur ]0, e?|
eFtona:2—lnz<0<elhzr>2<x>e?
Alors f”est négative sur |e?, +oo
D’ou le singe de f” est donné par le tableau suivant :
T 0 62 “+00
[ (@) + 0 -
> On déduit que la fonction f” s’annule et change le singe en €2,
Alors, (C) admet un point d’inflexion de coordonnées (2, f(e?)) avec f(e?) = e + 1
1
5 - a) Montrons que pour tout x de |0,+o0[, f(z) —z = B (Inz —1)* et déduisons la
0,5 pt position relative de (C) et (A).
Ona: f(z) =2+ 4 —Inz+ i(lnz)? , alors
1 1
flx)—z= 5 Inx + §(lnx)2
1
= 5(1 —2lnz + (Inz)?
1
1
= E(lnx —1)2
On étudie le singe de f(x) — x.
Puisque f(z) —z = 3(Inz —1)? > 0 pour tout x de ]0, +o0],
https://steinmath.com 9/13 Option PC & SVT
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1pt

0,5 pt

0,75 pt

‘Alors, (C) se trouve au dessus de (A) sur ]0, +o0]. ‘

b) Construction de (A) et (C) dans le méme repére (O,f,f)

—
3
Q

6 - a) Montrons que la fonction H : z - zlnx — z est une fonction primitive de la

fonction h : z - Inz sur Pintervalle |0, +oo].

e Les fonctions x + = et & + Inx sont dérivables sur |0, +oo[, donc la fonction H est

dérivable sur ]0,+o0].
H' (z)=(zlnz —z)

=2’ xInzx+xx (Inz) —1
1
=lxhe+arx—-——1
x
=hzr+1-1

=Inx

la fonction H : x — xIlnx — x est une fonction primitive de la fonction h : x > Inx

sur l'intervalle |0, +o0].

e
b) A l’aide d’une intégration par parties, montrons que / (In :v)2 der =¢e—2.
1

https://steinmath.com 10/13 Option PC & SVT
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On pose , alors '
U(:L’) = (111@’)2 U/(£U> :2% Inx = 2lnx

/le(lnx)2dx _ /16v(x) (@) = [u() X v(z)]s — /1@u<x) o

— [$(lnac)2];3 —/16:6 (21;133) dx

- [:p(lnx)g]i —2/ Inzdx
1

=e(lne)? —1(In1)? — 2[xInz — z]¢
=e—0—2(elne—e—1In1+1]
=e—0—2(elne—e—1In1+1]

=e—2

Donc,/ (Inz)? do=e—2
1

c) Calculons, en ¢m?, ’aire du domaine plan limité par (C) et (A) et les droites
0,5 pt d’équations r =1 et x =e.

Ona f(z) =2+ 3 —Inz+ $(Inz)* etona: (A):y ==

Puisque (O, 1, j) est un repére orthonormé dunité 1 cm, alors [i]| = [j]| = 1 cm, donc
unité d’aire est u-a = |i| x |j]] = 1 em?.

L’aire cherchée est : A = (fle |f(z) — a:ldx) x 1 cm?

On sait d’apres la question 5)a) que f(x) — x est positif sur |0; +o00[ ((C) est au dessous
de (D) sur ]0; 4o00]).

Alors pour tout x € [1,€] : |f(x) — 2| = f(x) — 2 Ce qui implique :

A

f — xd:n) x 1 cm?
1

1
( x+f—1nx+ 2(lnx)2dx> cm?
1

e 1
E} [zlnz — z]$ 4+ = (e — 2)cm?

1 2
¢ 1 i 1Inl+1)+ = —1 cm?
— _ — ne—e— ——1cm
5 5 (elne—e n 5

3
=e—35— (e—e—0+1)cm

3
:e—§—1c1rn2

5
:(e—i)cm2

Dong, l'aire du domaine plan limité par (C) et (A) et les droites d’équations x = 1

2

etz =cest A=(e—32)cm

https://steinmath.com 11/13 Option PC & SVT
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0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,75 pt

PARTIE 11

Soit (u, ) la suite numérique définie par : vy, =1 et u, ; = f(u,,) pour tout n de N.
1 - Montrons par récurrence que 1 < u, < e pour tout n de N.

a) DPourn=0,ona:u;=1,etl<1<e.
Alors la propriété est vraie pour n =0
> Soit n € N. On suppose que 1 < u,, < e,
et on montre que 1 < u,  <e
On sait que d’apres la question I) 3 )c) que f est croissante sur [1;+oo[, donc elle
croissante sur [1; e]

Et par suite, en utilisant I’hypothése de récurrence :

1<u, <e

VneN:1<u, <e

‘Donc, d’apres le raisonnement par récurrence 1 < u,, < e pour tout n de N. ‘

b) Montrons que la suite (u,) est croissante. On sait d’apres la question I)5)a) que
Va €]0; +oof: f(x) —xz >0
Alors en particulier : Vz € [1;e] : f(x) > x (%)
D’autre partona: VneN:1<u, <e
c-a-d: Vn € N:wu, € [1;€]

Alors tous les termes de la suite (u,,) vérifient aussi la relation (*). Ce qui donne

f(u,) > u,, pour tout n € N

c-a-d : u, ., > u,, pour tout n € N

’Donc, la suite (u,,) est croissante. ‘

c) Déduisons que la suite (u,,) est convergente.

On a (u,,) est une suite croissante et majorée par e,alors ‘ la suite (u,,) est convergente.

2 - Calculons la limite de la suite (u,,)
Ona:[>VneNu, = f(u,)
[> La fonction f est continue sur [1;é]

> f([1;e]) = [3;¢] C [1;€]

https://steinmath.com 12/13 Option PC & SVT
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[> La suite (u,,) est convergente
> ug =1¢€ [l;€]

Alors la limite de la suite (u,,) est une solution de ’équation f(x) = = ( dans l'intervalle

[1;e]).

On a déja montré que :

fx)=z < f(z) -z =0

<> ITr=e€

Alors : |lim,, , u, =e. ‘
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