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Exercice 1 : (3 pts)

Dans l’espace rapporté a un repere orthonormé direct (O, ” ,7, ?), on considere la sphere (S) de
centre §2(2;1;2) et de rayon 3 et le plan (P) passant par le point A(—1;0;3) et dont #(4;0; —3) est
un vecteur normal.
1 - Montrons qu'une équation cartésienne de la sphere (S) est : 22 + 9> + 22 —4x —2y —42=0..
Soit M(x;y; 2) € (9),
On a:

QM) =3 (@ —22+(y— 102+ (z—2)?2 =
Sl —dr+4+yP -2y +1+22—42+4=9

Sl +yP+ 22 —dr—2y—42=0

Alors : |22 + % + 22 — 4o — 2y — 42 = 0| est une équation cartésienne de la sphére (.9).

2 - Vérifions qu’'une équation cartésienne du plan (P) est 4z — 3z + 13 = 0.
Soit M (z;y; z) € (P),
On a AM (x + 1;y; 2 — 3), donc :

AM-i=0< (z+1)x44+yx0+(z—3)x(=3)=0
Sdr+4—-324+9=0

Sdr—32+13=0

D’ou : ’4;13 — 3z + 13 = 0| est une équation cartésienne du plan (P).
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z=2+4t
0.5 pt 3 - a) Vérifions que y=1 (t€R) estune représentation paramétrique de la droite
z=2-3t
(A) passant par le point € et orthogonale au plan (P).
On a (A) la droite qui passe par (1,0, 1) et perpendiculaire au plan (P), donc (4,0, —3)
est un vecteur directeur de (A).
T =244t
Alors (VM (z;y;2) € (A))ona: < y=1 (t e IR)
z=2-3t
=244t
D’ou : y=1 (t € IR) |est une représentation paramétrique de (A).
z=2-3t
b) Déterminons les coordonnées de H, point d’intersection de la droite (A) et du plan (P) :
0.5 pt Les coordonnées du point H intersection de la droite (A) et du plan (P) Vérifient le
systeme :
x =244t =244t =244
y=1 y=1 y=1
<~ <~
z=2-3t z=2-=3t z=2-3t
dr —32+13=0 A(2+48) —3(2—3t) +13=0 25t + 15 =0
T=—-
y =2t e
= < yy=1
3 =75
fo= = 5
. 5
2 19
Donc | H (—2:1; — ).
o (21 )
0.25 pt 4 - a) Calculons d(Q, (P)).
On a:
drg —3 13
a(0; () = 10~ 3 £ 13
et
 [dx2-3x1+413 15 15
VA+02+ (=32 V25 5
=
0.75 pt b) Montrons que le plan (P) est tangent a la sphére (S) en un point que 'on déterminera.
On a d(;(P)) = 3 = R donc le plan (P) est tangent & la sphére (S) et leur point de
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contact est la projection orthogonale de € sur le plan (P).

Or ce point est l'intersection de la droite (A) et du plan (P) donc c’est le point

H<—2;2;19>.
5 5

Exercice 2 : (3 pts)

0.75 pt 1 - Résolvons dans I’ensemble C des nombres complexes, I’équation. 2% — 222 +4=0:
On a le discriminant est A = b? —4ac = (—2v2)2 —4x4=8—-16= -8 < 0
D’ou I’équation admet deux solutions complexes conjuguées :

:zﬂ—i\/ézﬁ

2 S (1—4) et zy=7 =V2(1+1)

Dot | S = {V2(1 —i); V2(1 + i)}

2 - Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct <O,u , U ), on considere le

point A d’affixe a = V2(1 — 1) et la rotation R de centre O et d’angle g

0.25 pt a) Ecrivons a sous forme trigonométrique.

Ona:a=v2(1—i)=la=vV2x 12+ (—1)2=V2x V2 =2
2 2

Donc a = V2 —V2i = 2 x (\[—zi) =a=2X (cos <_£> + ¢ sin (—E»

2 2 4
™ L. i
Donc : ja=2 <cos (_Z> + i sin <_Z>>
éri i i : m L. (T
0.5 pt b) Vérifions que l'affixe du B I'image du point A par la rotation R est b = 2 (cos (E) + ¢ sin (E))

On a :

T

T

@b:axeg

b= oos () s () = e 4 )

@bz?(cos(%—%)—i—isin(g—g))

@b:2(cos£+isinl)

12 12
Donc : |b =2 (cosl—Tr2 —i—z’sinl—g)
0.5 pt 3 - a) On considere le point C' d’affixe ¢ = 1 + 4, montrons que b — ¢ = 2v/3.
www.steinmaths.com 3/10
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On a
B2 22><( T s 7r>2 (1+4i)?
—c = cos — +isin — | — i
12 12
:4><(cos%+isin%)—(12+2i+i2)

3 1
:4><\2f+4><2z'—2z'

=2V3

Donc : | b2 — 2 = 2V/3

b) Soit ¢ la translation de vecteur OC et D I’image du point B par la translation t.

0.5 pt Montrons que OD = ‘b + c‘.
On a:
D=tB)<d=b+c
< |d—0] = |b+ |
Donc : |OD = |b + ¢|
0.5 pt c) Déduisons que OD x BC = 2V/3.
OD x BC=|b+c| x|c—b]=]|(b+¢c)(c—b)|
=|(c+b)c—b) = |~ =2V3
Donc : ]0Dx BC =2V3
Exercice 3 : (3 pts)
Une urne contient 12 boules, indiscernables au toucher : réparties comme suit : 3 boules de couleur
rouge portant chacune le nombre 1, 3 boules de couleur rouge portant chacune le nombre 2 et 6
boules de couleur verte portant chacune le nombre 2.
On tire au hasard et simultanément deux boules de I'urne. On considére les événements suivants :
A : ?Obtenir deux boules portant le méme nombre”.
B : ”Obtenir deux boules de couleurs différentes”
C' : ”Obtenir deux boules portant deux nombres dont la somme est égale a 3”
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On tire au hasard, simultanément deux boules de I'urne, donc Card(Q2) = C%, = 66

1
1.5 pt 1 - Montrons que : p(A4) = % , p(B) = 1% et calculons p(C).
Card(A) =C2 +C2 =39 {1,1} ou {2,2}.
Card(A) 39
D PA)= ——————~ = —
one: P4) = &rd@) ~ 66
13
Dou:|P(A) = —
ou (A4) 59
CardB = C} x Cj =36 {R,V}.
Card(B) 36
D :P(B)= —+—5 = —
onc : P(B) = Gord©) ~ 66
D’ou: |P(B) = Ll
11
Card(C) = C} x C} =27 {1,2}.
Card(C) 27
D PC)= ——5 = —
one : PIO) = Gard©) ~ 66
9
Dou: |P = —
ou (@) 59
3
0.5 pt 2 - a) Montrons que : p(ANB) = T
Ona: (ANB) : "Obtenir 2 boules qui portent le méme numéros et de couleurs différentes”
Card(ANB)=Ci x Cl =18 {R,,V}}.
Card(ANB) 18
D :P(ANB) = —————~ = —
one: PANB) = ~Gada 66
Dou:|P(ANB) = 3
11
b) Les événements A et B sont-ils indépendants 7 Justifier la réponse.
1
0.5 pt Ona: P(A)x P(B) = 2;’ X % " % donc : P(A) x P(B) + P(AN B)
D’ou les événements A et B ne sont pas indépendants.
3 - Sachant que I’événement B est réalisé, calculons la probabilité de tirer deux boules qui portent
0.5 pt le méme nombre :
I’événement "Sachant que B est réalisé; obtenir deux boules qui portent le méme numéro ”
c’est 'evenement A sachant B; Calculons Pp(A) :
3
P(ANB) 711
Pp(A) = ——= =
_1 )
2
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0.5 pt

1 pt

Donc

Exercice 4 : (2 pts)

1-

a)

b)

Montrons que la fonction H : z - xe” est une primitive de la fonction b : x = (z+ 1)e®
sur R.
On a h est une fonction continue sur R donc elle admet une fonction primitive sur R,

d’autre part :H (x) = (ze”) = " + ze® = (x + 1)e® Donc la fonction H : x + ze” est

une fonction primitive de la fonction h : z + (x + 1)e* sur R.

1
Déduisons que / (x 4+ 1)e*dz = e.
0
On a:
1
/ (z+1)e"de = [H(z)]! = H(1) — H(0) = e
0

donc

1
/ (x+1e*dr=e
0

1

2 - A laide d’une intégration par partie, Calculons / (22 4 22 — 1)e*dx :

0

u(z) =2° +2x —1 v (z) =e"

On pose : =

u (x) =2z + 2 v(x) = e”

On a:

1
Donc : / (22 + 22— 1) edx =1
0

1 1
/ (22 + 22 — 1) e%dx = [(a® + 22 — 1) e'”](l) — / (22 + 2)e*dx
0 0

1
:(12+2—1)€1—(02+0—1)60—2/ (z + 1)e“dx
0

1
:2e+1—2/ (x + 1)e*dx
0

=2e+1—2e

=1
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Probléme : (9 pts)

PARTIE T

Soit g la fonction définie sur l'intervalle ]0; 400 [ par : g(z) = #* —1—21n* 2+ 21Inz, et son tableau

de variation ci-dessous :

T 0 +00
g (x) +
+oo
g(x) /

0,25 pt 1 - Calculons g(1) :
Ona:g(l)=1"—1—-2In*1+2In1=0
0,5 pt 2 - Déterminons le signe de g(z) sur chacun des intervalles |0;1] et [1;+00] :
D’apres le tableau de variation de g¢; la fonction est strictement croissante sur |0;4o00| et
comme on a g(1) =0 alors on a :
(Vz €)0;1]) = z<1=g(x)<0,et (Vz € [l;+0]) =2z>1= g(x) >0.
PARTIE IT
o . 1 1 Inz\?
[ définie sur lintervalle 0,400 | par : f(z) =2 — - + — + <—)
2 222 x
0,5 pt 1- a) Vérifions que : lim f(x) =400
T—+00
. Y 1 1 Inz\?
Ona: lim f(z) = lim (f”—z*zg;z* (7) )
lim f(z) =400
r—+00
1 Inz\?
Car: lim — =0 et lim <ﬂ> =0
r—+00 2,{[;2 r—+00 €T
1
b) Montrons que la droite (D) d’équation y = = — 3 est une asymptote a la courbe (€) au
0,5 pt voisinage 400 :
On a: li [f() < 1)}—1' 1+(1M>2 = 0 D'oit la droite (D)
na: lim | fle =5 )| = lm {5 . = ou la droite
d’équation : y = x — 3 est une asymptote oblique a la courbe (C') au voisinage de +oo.
0,25 pt c) Déterminons la position relative de la droite (D) et la courbe (C) :
, 1
Etudions le signe de f(x) — <x — 5) :
s = (v-3) = (5 + (1”)2 >0 (V2 €0;+oo)
. Y B x T &5 ree
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On en déduit que la courbe(C) est au-dessus de la droite (D) sur ]0; +o0].
0,75 pt 2 - Montrons que lim f (z) = 400 et interprétons le résultat géométriquement :
x>0
1 1 Inz\?
B b =1i —_ = R -
ns i )t (o 5515 (7))
lim f(z) = 400
r—0"
1 Inz\’
Car: lim — =+oc0 et lim <ﬂ> =400
20+ 222 =0t T
Interprétation géométrique :
La courbe(C) admet I'axe des ordonnées comme asymptote horizontale au voisinage de +o0o
1 pt 3- a) Montrons que f (z)= @ pour tout z de I'intervalle ]0; 4+-o00[
x
, 1,1 Inz\’
Ona: (Vx €]0;4+00) f(z)= (x—2+2$2+ < r;a:) )
4 Inz\ (1
1o (e ()
(222) x z
3 - Xz —Inx
x® 48 i x
-1 2(1—Inz)xInx
=3 T 3
x x
2’ —1-2In*z+2lnz  g(z)
/ g(x)
Donc : | (Vz €]0;400[) f(z) = 3
0.5 pt b) Montrons que la fonction f est décroissante sur |0; 1] et croissante sur [1; +o00].
D’apres la question Partie I-2- on a :
e (V2 €]0;1]) g(z) <0 Donc: f(z) <0.
o (V€ [1;400]) g(z) >0 Donc f'(x) > 0.
D’ou la fonction f est décroissante sur l'intervalle |0,1] et croissante sur l'intervalle
[1, +o0l.
0.5 pt c) Dressons le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle |0; +o0].
T 0 1 +00
f (@) - 0 +
+o00 +00
@ ~.
-1
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1 pt

0,25 pt

0,75 pt

0,75 pt

4 - Construisons de la courbe(C) et la droite (D). dans le repeére (O, v ,T)(unité de mesure est

1 cm)

PARTIE IIT

la fonction h définie sur 'intervalle ]0, +oo[ par :

1- a) Vérifions que h(1) =0:
Ona:h(l)=f(1)—1=0 (f(1)=1)
b) Déterminons le signe de h(x) sur chacun des intervalles ]0; 1] et [1; +o00], puis déduisons
que f(z) <z pour tout z de Uintervalle [1; +o0] :

D’apres le graphique ci-dessous (C},) est la courbe de la fonction h.

e h(z) > 0 sur I intervalle |0, 1].
e h(x) <0 sur I’ intervalle [1, +o0].

On en déduit que pour tout x dans 'intervalle [1,+o0o[ on a : f(z) < x.
2 - La suite numérique (U,,) définie par :
Uy=¢e
U,.=fU, (YnelN)
a) Montrons par récurrence que 1 < U, < e pour tout entier naturel n.
e Initialisation : Pour n =0 On a : 1 < U, = e < e Donc la propriété est vraie pour est
vraie pour n = 0.
o Hérédité :

Soit n € IN, Supposons que : 1 < U, < e et montrons que: 0 < U, ., <e
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Ona:1<U, <eetcomme fest croissante sur [1,+oo[ alors :
1<U, <e= f(1) < f(U,) < fle)
=1<U,,, <fle)<e (Vo e [1,400]): f(z) <z
Donc:0<U,,; <e
b) Conclusion
On a montré par récurrence que 1 < U,, < e pour tout entier naturel n.
0.75 pt ¢) Montrons que la suite (u,,) est décroissante.
(D’apres la question Partie III-1-b))on a : h(x) < 0 sur [1, +ool.
Et comme 1 < U, <ejalors: h(U,) <0< f(U,) —U, <0
Donc: (VneIN) U, ., <U,
D’ot la suite (U,,) est décroissante.
0.75 pt d) Déduisons que la suite (u,,) est convergente et déterminons sa limite .
La suite (U,,) est minorée par 1 et décroissante donc elle est convergente.
Qn a:
fU,) =Upn
f([Lel) C[1;e]
fest continue sur|[1; ]
Uy € [1;€]
(U,) est convergente
si szTm U, = l alors | est solution de ’équation f(z) =z < h(x) = 0.
D’apres le graphique de h, x = 1 est la seule solution d’ou :
FIN
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