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Exercice 1 : (3pts pts)

les points A(0,—2,—2); B(1,—2,—4) et C(—3,—1,2).

1 - Montrons que ABANAC = 2i + 27 +k puis en déduisons que 2z + 2y + z + 6 = 0 est une
équation cartésienne du plan (ABC) :

- 1 . -3
Ona: AB 0 et AC 1
—2 4

Donc :

Donc : E/\Ez?f+2f+7%
Le vecteur AB A AC est normal au plan (ABC) donc on a :

T 2
(VM(y)G(ABC’))W-(EATC):0©(?J+2) (2
% z4+2 1

(

S2r4+2y+2)+ (2
S2r+2y+2+6=

2)

)

’ 2z 4 2y + z + 6 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC). ‘

2 - Vérifions que la sphere (S) a pour centre € (1;0;1) et pour rayon R =5 :
On sait que la sphére (S) d’équation : 22 +y% + 22 — 22 — 22 —23 =0

X
(VM( Y ) e(S)) s +y2+22-20—-22-23=0
V4

12 —20+1+(y—0)2+22—-22+1-25=0
S@—12+@y—02+(2—-1)2=25
S@—12+@y—0>2%+(2—1)2=52

‘Donc (S) est la sphere de centre ©(1;0;1) et de rayon R = 5. ‘
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0.25 pt v = 149
3 - a) Vérifions que y = 2t ; (t € R), est une représentation paramétrique de la
z = 1+¢
droite (A) passant par € et perpendiculaire au plan (ABC) :
Soit (A) la droite qui passe par ©(1,0,1) et qui est perpendiculaire au plan (ABC).
x
Alors VM ( Yy ) € (A) on a QM et (AB A AC) sont colinéaires ;
z
D’otu :
r—1=2t
(FHeR)/OAM=tx (ABNAC) << y=2t (teR)
z—1=
r=1+2t
S y=2t (teR)
z=1+1
r=1+2t
D’ou ¢ y =2t (t € R) est une représentation paramétrique de (A)
z=1+t
0.5 pt
b) Déterminons les coordonnées de H, point d’intersection de la droite (A) et du plan
(ABC) :
Les coordonnées du point H intersection de la droite (A) et du plan (ABC)
Vérifient le systeme :
r=14+2t (z =142t
y =2t y =2t
2 +2y+2+6=0 214 2t) +2(2t) + (1+6) +6 =0
r=1+2t
y =2t
Y =14t
9% +9=0
=142t
y =2t
< < JR
t=—1
—1
S H| —2
0
o ’Donc : H(—1;—2;0) est le point d’intersection de la droite (A) et du plan (ABC). ‘
&5 p
4 - Vérifions que d (Q; (ABC)) = 3, puis montrer que le plan (ABC) coupe la sphere (.S) selon
un cercle, de rayon 4, dont on déterminera le centre :
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0.75 pt

0.25 pt

0.5 pt

_ [2mg + 2y + 2 + 6]
~ |ABAAC)

C2x1+2x0+1+6]
V2Rt 2

d($y; (ABC))

_ 9

V9
=3<5

Donc le plan (ABC') coupe la sphére selon un cercle dont le centre est la projection orthogonale
de Q sur le plan (ABC) or ce point est l'intersection de la droite (A) et du plan (ABC') donc
cest le point H(—1;—2;0) et le rayon du cercle est : r = VR2 — d2? = v/25 —9 = 4.

Exercice 2 : (3 pts)

1 - Résoudrons, dans l’ensemble C des nombres complexes, I’équation : 222 + 2z +5 =0 :
Le discriminant A = b? — 4ac =4 — 40 = —36
On a A < 0 donc ’équation admet deux solutions complexes :

—2—iv/36  —1—3i
2%x2 2

21:

le

ons L1 3. (1.3
DouS-{( 5 21),( 2+22>}

2
2 - R la rotation de centre O et d’angle g—r

, 1
a) Ecrivons, sous la forme trigonométrique, le nombre complexe d = —5 + —1:
On a:

ol

1 V3
d=—= 422
5 7175
7r+,, T
— — COS — 7 S1n —
3

3

(m=3) s (v=3)
Cos | 3 18 ™ 3

2 .. 2w
= CcOS — + 181n —

3 3

o o
Donc : d = cos — + i sin —
onc COS 3 7 S1n 3

b) Montrons que b = da :

1 3

it Af(ge 123,

Soit (a 2—1—2z>
On a: s
B=R(A) & b=axes

o x( 27r+_ . 27r>
=a cos — +¢sin —
3 3

Sb=axd

3 - ¢ la translation de vecteur OA.
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0.75 pt

1
a) Vérifions que ¢ = b + a, puis en déduire quec:a<2+\g§i>:
On a: .

C=tB)< 0OC=0B+0A
<Sc=b+a
c=b+asc=dxa+a
Scec=a-(d+1)

1 V3
S c=a ( 2+z2 + )
1 \/§
@C—a'<2+7/2)
0.75 pt

c
b) Déterminons arg <7> puis en déduisons que le triangle OAC' est équilatéral :
a

On a:
1 V3
c=a- (24—12)

c T .. T
< — =C0S — +181n —

a 3 3

c e
= - ==12
arg<a> 3[ W]
Donc :

On conclut que le triangle OAC est équilatéral.
Exercice 3 : (3 pts)

1.5 pt On tire simultanément 3 boules de la caisse : Card Q2 = Cj = 84

1 1
1 - Montrons que : p(A4) = 6 p(B) = 1 et p(C) = ol

B A « Les trois boules tirés sont de méme couleur »

Ona:
CardA=C; +C;=10+4=14
CardA 14 1
P(A) = = =
(4) CardQ! 84 6
1
Donc : P(A) = G
B B « Les trois boules tirés portent le méme numéros »
On a:
CardB=C3 +C§ =21
CardB 21 1
P(B)= = =
(B) CardQ) 84 4
1
Donc : P(B) = 2
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B C « Les trois boules tirés sont de méme couleur et portent le méme numéros »
On a:
CardC =C3 +C3 =2
CardC 2 1
P = = — = —
©) CardQ) 84 42
1
D : P(C)=—
onc : P(C) -
0.5 ot 2 - X la variable aléatoire liée a « Nombre de fois que I’événement A est réalisé »
0P
a) Déterminons les parametres de la variable aléatoire X :
Les parameétres de la variable aléatoire X sont :
e n = 3 (nombre de fois qu’on répete I'expérience)
1
e p=P(A) = 6 (la probabilité de I'événement A )
1 pt
25
b) Montrons que : p(X =1) = = et calculons p (X =2) :
PX=1)=Cyxp' x(1=p""!
=nxpx(1—p"t
1 3—1
=3x=-x(1——
5 (135)
()
= — X —
2 6
25
T2
25
D P(X=1)=—
onc : P( ) =
P(X=2)=C}xp*x(1—p)"?
=Cfxp? x (1—p)"?
1\ 2 1\ 32
-3 Z 1- =
) (6) ) < 6)
5
=3 X —= X =
6 6
_
T2
Donc : P(X =2) = 2
' S
Probléme : (11 pts)
PARTIE T
Soit g la fonction numérique définie sur R par : g(x) = e* — 22 + 3z — 1
Le tableau ci-dessous est le tableau de variations de la fonction g
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x —00 —+o0
g'(x) +
+00
e /
—00
0.25 pt
0.5 pt 1 - Vérifions que g(0) =0:Ona: ¢g0)=e’—-02+3x0—-1=1—-1=0
2 - Déterminons le signe de g(x) sur chacun des intervalles |—o0; 0] et [0; +o0] :
D’apres le tableau de variation de g; la fonction est strictement croissante sur R et comme
onag(0)=0alorsona: (Voe]—o0;0]) gx) <0 et (Vael0;+o0]) g(x)>0
PARTIE 1T
Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(z) = (22 —x)e * + 2
0.5 ot Et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1,7 )(unité : lem)
0P
2
1- a) Vérifions que f(x) = x—w—%+x, pour tout x de R, puis montrons que ligl fz) =400
[§] (S xT—+00
2
e Vérifions que f(z) = — — — +z:
e e
2 2 _
(Vz € R) S B
er er er
(22 —z)e "+
= f(z)
e Montrons que lim f(x) = 400 :
r—400
lm f@)= tm (S22,
1:»—1>I—Eloo y' z»—l>Eloo et er *
n 1
= +oo (car . lim — = lim -+ =0 (nGN))
z=+oo et T+ £
0.75 pt
b) Calculons 11111 (f(x) —x), puis en déduisons que la courbe (C) admet une asymptote
r—+0o0
(D) au voisinage de +oo d’équation y = x :
On a: ,
. . x T
. (5-3)
= lim |———
400 \ et er
=0
On en déduit que (C;) admet la droite (D) d’équation y = x comme asymptote oblique
0.5 pt au voisinage de +oo.
L. % — 2 + xe” . .
c) Vérifions que f(r) = —————, pour tout = de R, puis calculons Em f(zx):
e T——00
2 T
e Vérifions que f(z) = % :
e
(Vz € R) x2—xz+:1:ex _ xZ:m _i_@
e e e
= (2> —x)e "+
= f(z)
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e Calculons lim f(z):

T—>—00
. . % — 1 + ze®
lim f(zr)= lim |———
TH—00 TH—00 et

1
= +00 (Car ¢ lim ze®* =0et lim (—) = +oo>
TH—00 r—oo \ et
0.5 pt
f(x)

d) Montrons que lim “—% = —oc0, puis interprétons géométriquement le résultat :

T——00 I
On a:

2 _
lim @ = lim ((x x) e+ 1)
THH—00 I TH—00 €T

2 _
(Car : lim (az :1:) =—ooet lim e @ = —i—oo)

TH——00 x T—00

Interpréter géométriquement :

(€;) admet une branche parabolique au voisinage de —oo de direction I’axe des ordonnées.

0.25 pt
2 - a) Vérifions que f(z) —z et 22 — x ont le méme signe pour tout = de R :

Ona:(VxeR f(z)—x=(22—1x)e®

0.5 pt Comme (x € R)e™® > 0; Alors f(z) —x et (#® — z) ont le méme signe sur R.

b) Déduions que (C) est au-dessus de (D) sur chacun des intervalles |—oo; 0] et [1; +-00], et
en dessous de (D) sur l'intervalle [0;1] :

B Ona: (Vz€l—oo;0]U[l;40]) 22—2>0 = f(z)—2>0
Donc (€y) est au-dessus de la droite (D) sur | —o00;0] U [1; +o0f.
B (Vze0;1]) 22—2<0 = f(z)—2<0
Donc (€y) est au-dessous de la droite (D) sur [0;1] .

3 - a) Montrons que f'(x) = g(x)e ® pour tout x de R :
On a:

0.75 pt

0.5 pt Donc: (Vo €R) f'(x) = g(z) e

b) En déduisons que la fonction f est décroissante sur |—oo; 0] et croissante sur [0; 4-o00] :
D’apres la question I —2) on a: (Vo €] —00;0]) g(z) <0et (Vo € [0;+00]) g(x) >0
On en déduit que la fonction f est décroissante sur l'intervalle | — 0o; 0] et croissante sur

0.25 pt Iintervalle [0; +ool.

c) Dressons le tableau de variation de f :

z -0 0 +00
/() - 0 +
+o00 +00
0
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0.25 pt
4 - a) Vérifions que f'(z) = (2? — 5z + 4)e~* pour tout = de R :
On a pour tout x dans R :
z)-e®)
C—glx)-e”
e —2r+3)e®— (" —a?+3x—1)e®
z? —bx+4)e”
0.5 pt
b) Déduisons que la courbe (C) admet deux points d’inflexion d’abscisses successives 1 et
4:
Ona: (22 —5x+4) = (x—1)(xz—4), donc f(x) s’annule et change le signe pour z = 1
et x = 4 alors les points d’abscisse respectifs 1 et 4 sont deux points d’inflexion de la
1 pt courbe (Cy).
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D’otu : )
/ r?e ?dr = —[H(z)]}
0
= —(H(1) — H(0))
= —be 142
_2e—5
e
0.75 pt
N ! e—2
b) A Tl'aide d’une intégration par parties, montrons que / re *d = S :
0
On pose :
u(r) =z u'(x) =1
Vi(r)=e" v(x) =—e "
Donc :
1 1
/ xe *dx = [u(x)v(x)}(l)—/ (u'(z)v(x)) dx
0 0
1
— [cze]! — / (% (—e 2
0
1
=—e! —/ (—e ") dx
0
e L
=—!t—(et=1)
=1—2¢!
_e—2
e
1 p—
D’ou : / zetdy = & 2
0.75 pt 0 9
c) Calculons, en cm?, l'aire du domaine plan limité par (C) et (D) et les droites d’équations
r=0etax=1:
Soit A l'aire en cm? de la partie du plan délimitée par la courbe (€;) la droite (D) et
les droites d’équations x = 0 et x = 1.
1
A:/ |f(z) —z|dz (u.a)
0
On sait que d’apres ce qui précede f(x) —x < 0 sur [0;1]
Donc :
1
A= [ o= fw)ds ()
0
1
= / (x —2?) e ®dz (u.)
0
1 1
= / re *dx —/ r?e *dz (u.a)
0 0
<e —2  2e— 5) 9
= — cm
e e
_ 3—e em?
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0.75 pt

0.5 pt

0.75 pt

PArTIE I1IT

la suite numérique (u,,) définie par :

1-

DO | =

L
Upt1 = f(un) (vn € [N)

Montrons par récurrence que : 0 < u,, < 1 pour tout entier naturel n :

Initialisation

Pourn=0ona:u;=_-et0< - <1alors0<uy <1 donc la proposition est vraie.

1
2

N | =

Hérédité

Pour n € N on suppose que : 0 < u,, <1.
Et montrons que : 0 < u, , < 1.
On a:

0<u, <1= f(0)< f(u,) < f(1) et comme fest croissante sur [0;1]
= 0<u,,; <1

D’ou d’apres le principe de récurrence, on a 0 < u,, <1 pour tout entier naturel n.
(On utilise le résultat de la question I —3 — b))

Montrons que la suite (U,,) est décroissante :
D’aprés le résultat de la question I7 —2 —b) on a :

Ve e[0;1] f(z)—2<0= (VneN) f(u,)—u, <0 (Caru,€]0;1])
= (VneN) u,,, —u, <0
= (VneN) u,,, <u,

Donc la suite (u,,) est décroissante
En déduisons que (U,,) est convergente et déterminons sa limite :
La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0 donc convergente.

Soit ¢ sa limite. On a :
f(un) = Upt1
f([0;:1]) € [0;1]
f est continue sur [0; 1]
uy € [0;1]
(u,,) est convergente

Alors £ est solution de I’équation f(z) = x.
la question IT —2 —b) on a : f(x) = x pour les valeurs z =0 et z = 1;

1
Or la suite (u,,) est décroissante et ugy = 3 donc : ¢ < 3

Dou: lim w, =0
n—-+oo
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