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MATHEMATIQUES

le plan d’équation

—22—1=0

2 - Soit (A) la droite passant par le point A(1,—2,2) et orthogonale au plan
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0.25 a) Montrons que : ;(0, 1,—1) est un vecteur directeur de la droite (A)
On a (P) le plan d’équation y — z = 0 donc 17(0, 1,—1) est un vecteur normal au plan
(P)
Et puisque (P) L (A) donc, ;(0, 1,—1) est un vecteur directeur de la droite (A)
0.75 b) Montrons que : ||QA /\17” = \/5”27” et déduisons que la droite (A) coupe la
sphére (S) en deux points :
v Ona:QA (0;—3;1) et u (0;1;—1)
— -3 1 |. 0 0 |. 0 0], -
Dou: QA ANu = 1— Jj+ k=2
1 -1 1 -1 —3 1
par conséquence : HQA A ;” =2
D’autre part : ”?H =02+ 124 (—1)2=V2
Dot : | [QA Awl|= v2u
QA Au
/Ona:d(Q,(A)):M:\@
o
Donc d(2, (A)) < R, par suite ’1& droite (A) coupe la sphere (S) en deux points‘
c) Déterminons les coordonnées de chaque point d’intersection de la droite (A)
et de la sphere (5)
z = 1
0.5 On a : y = —2+t ; (t € R), est une représentation paramétrique de la droite
z = 2—t
(A) passant par le point A(1,—2,2) et orthogonale au plan (P)
Soit M (x,y, z) un point appartient a l'intersection de (A) et (.5),Alors :
T = 1
Y = —24t
M(z,y,2) € (A)[)(S) <
z = 2—t
[ =12+ (y—1)0+(z—1)?2 = 22
Apres le remplacement en trouve Iéquation ¢t — 4t +3 = 0, donc A = 4 et par suite
tl — 1 ou t2 — 3
z = 1
Doncpourt;, =1:(S)<<q y = —2+1=-1
z = 2—1=1
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r = 1
Et pour t, =3: (5) & y = —2+3=1
z = 2—3=-1

Finalement, les point d’intersection de la droite (A) et de la sphere (.S) sont :’ M(1,—-1,1) . et N(1,1,—1) ‘

Exercice 2 : (3 pts)

On considere 'expérience aléatoire suivante : R’ R @

On tire au hasard, simultanément, quatre boules de I'urne. e
\) \\)

On considere les événements suivants :

Dans cette exercice, on va utiliser les combinaisons C?

1 - A :7Parmi les quatre boules tirées, une seule boule est verte”

1.5 B : "Parmi les quatre boules tirées, il y a exactement trois boules de méme couleur”
Montrons que P(A) = i et P(B) = 19
q =15 =
On a card(Q) = C{, = 210
Card(A) = C} x C3 =2 x 56 = 112 (Car A ="VWVV")
card(A) 112 8 8
Donc P(A) = ————= = — = —, Al P(A) = —
one P(A) = @ ~ 20 T as Ao P = 15
Card(B) = C} x C} + G2 x C} =1 x7+10 x5 =57 (Car B="RRRR" Ou "BBBB"),
card(B) 57 19 19
Donc P(B) = ————% = — = —_ Al P(B) = -~
one P(B) = Za@) ~ 210 — 700 e | PB) =25
2 - Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le nombre de boules vertes tirées.
2
0.5 a) Montrons que P(X =2) = R
L’événement (X = 2) correspond a tirer deux boule vertes et deux boule non vertes
card( X =2) C3xCZ 1x28 2 , 2
Donc P(X =2) = = = = — P(X=2)=—
SBEE( )= i) 210 210 15 Parsuite | Pl )=
. e . 4
1 b) Donnons la loi de probabilité de X et montrons que ’espérance E(X) = £
On a X(92) ={0;1;2}
L’événement (X = 0) correspond & tirer quatre boule non vertes.{X =0} ="VVVV"
L’événement (X = 1) correspond a tirer une seule boule verte.
R AVA VA VAl Cél 8
Donc {X =1} =A="WVV" Alors P(X =1) = P(A) = —= = —
210 15
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2

D’apres la question précédent : P(X = 2) = i
X; 0| 1|2
D’ou la loi de probabilité de la variable aléatoire X est : T s 2
PX=X,)|z|—=|—=
3115115

1 2
v L’espérance mathématique : E(X) = (0 X 7> + (1 s ) + <2 X —)

Donc | E(X) =

SN

Exercice 3 : (3 pts)

1 - Résolvons dans C ’équation : 2> +42+8 =0
Ona:A=4>—-4x8=-16<0

Donc I’équation admet deux solution complexes :

416 A4 —4+iVI6 . A4 4i
N D 2%x1 2

Alors S = {—2 — 2i; —2 + 2i}.

2 - Le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, 4, V).

Soient les points A(a = —2 + 2i), B(b =4 —4i), C(c = 4 + 8i)

a) Soit R la rotation de centre A et d’angle —g et qui transforme chaque point M du plan
d’affixe z en un point M~ d’affixe =
v Montrons que z = —iz —4

™

OnaRM)=M &2 —a=e3(z—a) &2 — (=2+2i) = —i(z — (=2 +2i))
o2 =iz —21—2—-242 < 2 =—iz—4

AY ’ .
D’ou fthoxz = —iz —4

v Vérifions que R(C) = B et Déduisons la nature du triangle ABC

Onaz =—iz—4
—ic—4=—i(4+8i))—4=—-4i+8—4=4—4i=0>,Donc |R(C) =B
AC = AB
v Ona: R(C)= B, donc
(A—’C,E) - _gm]

Alors ’10 triangle ABC est un triangle rectangle isocele au point A

3 - Soit w l’affixe du point 2, milieu du segment [BC]
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a) Montrons que :jc —w| =6

0 b+c 4—4i4+4+8 844
naw= = =
2 2 2

Donc |c —w| = | (4 + 8i) — (4 + 2i) | = |6i] = 6

=4+

b) Montrons que ’ensemble des points M d’affixe z tels que |c —w| = 6 est le
cercle circonscrit au triangle ABC
On a |c —w| = 6 = QM = 6, donc 'ensemble des points M est le cercle de centre € et
de rayon 6
Or  le milieu du segment [BC], alors QC = QB =6

D’autre part, o —w| =|—2+2i —4—2i|=|—-6|=6=QA=QB=QC =6

Finalement,| ’ensemble des points M est le cercle circonscrit au triangle ABC

Exercice 4 : (2.5 pts)

1
Soit la suite numérique (u,,) définie par vy, = 17 et u, ;| = 7l + 12, pour tout n € IN

1 - a) Montrons par récurrence que, u, > 16 pour tout n de IN
v Pour n =0 on a u; = 17 donc u, > 16
Donc la propriété vrai pour n = 0.
v Soit n € N, Supposons que u,, > 16 et on montre que u,_; > 16
Onaun>16:>iun>4
= iun +12>16
= U, > 16
Donc d’apres le principe de récurrence, Vn € N w, > 16
b) Montrons que (u,) est décroissante et convergente
Onaw,  —u, = 1un +12—u, = (1 — 1) u, +12 = —§u” +12 = 3 (u, —16)
4 4 4 4
Et d’apres la question (1 — a)
onaun>16<:>un—16>0<:>—%(un—16)<0

Alors u,, | —u, <0 pour tout n de IN

D’ou ’ (u,) est une suite décroissante‘

v La suite (u,,) est décroissante et minorée par 16

Alors : ’1‘@ suite (u,,) est convergente‘

2 - Soit (v,) la suite numérique telle que v,, = u,, — 16 pour tout n de IN
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a) Montrons que (v,) est une suite géométrique

1 1 1
Onawv,  =u,. —16= Zu”+12_16: Zun—4: Z(un—lfi) = U
1 1
Alors v, = v Finalement | (v,) est une suite géométrique de raison g = 1 et son

premiere terme vy = ug — 16 =17 —16 = 1

1 n
b) Montrons que u, =1+ (16) pour tout n de IN et déterminons limu,,

1 n 1 n
Pour tout n de N, Ona: v, =v, x¢" =1X (Z) = (Z)

1 n
D’autre part v, =u,, — 16 < u, =v, + 16 < |u, = 16 + <1> pour tout n de IN

c) Déterminons la plus petite valeur de 1’entier naturel n tel que u, < 16,0001

1 n 1 n
u, < 16,0001 < 16 + (1> < 16,0001 < <1) < 0,0001

& In <<i> ) < In(0,0001)
1 1 1
Sn-ln <7> < In(0,0001) < n H(Lloo)

Donc la plus petite valeur de I'entier naturel n pour laquelle u,, < 16,0001 est :

Car ln(%) <0

Probléme : (8.5 pts)

Partie I : Soit ¢ la fonction numérique définie sur R par : g(z) =1 — (z + 1)%e

Et (C“’ g) sa courbe dans un repere orthonormé (O, ! ,f)
1 - Vérifions que ¢(0) =0:
Ona:g0)=1—(0+1%"=1-1x1=0]
2 - Graphiquement :
v Sur lintervalle ]=00;0]; On a (€ g) est au-dessus de 'axe des abscisses
Alors : Yz € |—00;0], g(z) >0
v Sur lintervalle [0; +oc[; On a (€ g) est au-dessous de I'axe des abscisses

Alors : Vx € [0;+00], g(z) <0

Partie II : On considére la fonction numérique f définie sur R par : f(z) =z + 1 — (22 + 1)e®

Et () sa courbe dans un repére orthonormé (O, v ,;) (unité : 2 cm)
2
1- a) Vérifions que: Ve € R, f(z) =2+1—4 <2e%> —e” , déduisons que lim f(z) = —oc0
T——00

Ona:VreR, f(z) =+ 1— (22 + 1)e* =2+ 1 — 22" — "
72
—x+1—4><—( )2—6'7”

=x+1-4 ( 5)
2

Donc V:L'ER,f(’)—l—i—l—él(é ) et
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limz+1 = —o0
9 T——00
T — 5 4 (Fes) et o im Lot —
/Ona.zljznoof(x) —$li£nxx+1 4<2€2> e’ =[—o0], Car xl—l>r—rloc§62 - 0
lim e” =0
T——00
b) Calculons lim [f(z) — (x + 1)] et déduisons ’interprétation graphique
T——00
2
w lim [f(z) — (z +1)] = lim m+1—4(fe%> e — (z+1)
T——00 T——00 2
T N2 lim —ef = 0
= lim —4(5ef) —er =0 Car ¢ w2
S lim e’ = 0
T——00

wPuisquelim [f(2) — (z+1)] = 0.

Alors ’la droite (D) d’équation y = = + 1 est asymptote a (C'f) au voisinage de —oa

c) Montrons que la courbe (C}) est en dessous de la droite (D)
Ona:VzxeR; f(x)=2+1— (22 +1e* & f(z) — (x+1) = —(2? + 1)e”

Donc Vz € R; f(z) —(x+1) <0

Alors |la courbe (C}) est en dessous de la droite (D)

2 - a) Montrons liIIl flz) = —o0
T—+00
1
liml+- =1
T—+00 :1,’1
Ona: lliinxf(x) = lliinmx 1+ - (x + e )| = —oo Car rl—l>£rnoox + ~ = -
lim e” = +oo

r—+00
b) Montrons que (C;) admet au voisinage de +co, une branche parabolique

On a: llilglwf(x) = —00 \
De plus, lim M = liml+-—(z+-)e"=—00
r—+o0 I T—+00 €T €T

(C}) admet au voisinage de +o0, une branche parabolique de direction (I’aze des ordonnées).

3 - a) Montrons que f (z) = g(x) pour tout z € R

La fonction f est dérivable sur R.

Alors Vz € R, f'(z) = (x + 1 — (22 + 1)6"3)/
=1—((2*+ 1) e + (2 + 1)(e")) = 1 — (2ze” + (2% + 1)e”)
=1—(22+2241))e" =1—(z+1)) e’ = g(x)

En fin f'(z) = g(z) pour tout z € R

b) Montrons que f est croissante sur |—oo; 0] et décroissante sur [0;+o0o| et dres-

sons le tableau de variations de f sur R

D’aprés la question précédent, on a f (x) = g(z) pour tout 2 € R

v Sur lintervalle |—00;0]; On a g(z) > 0 < f () > 0, donc f croissante

v Sur lintervalle [0; +oo[; On a g(z) <0< f'(z) <0, donc f décroissante
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m Dressons le tableau de variations de f

X —00 0 —+00

—00 +00

c) Montrons que (C;) admet deux points d’inflexion d’abscisses —3 et —1

La fonction f est dérivable sur R, Et on a :
fa)=(f@) =g@)=0-(+17) =—(@+1?) e + (& +1)* ()
=—2(x+1)e" + (22 + 22+ 1)e?) = — (x + 1) (z + 3) e*

Le signe de f'(x) est celui de — (z 4 1) (z + 3) (e* >0), Donc

xr —00 -3 —1 +00

f'(z) - 0 + 0 -

La fonction f s’annule et change de signe en —3 et —1

Donc la courbe (C“’ /‘> admet deux points d’inflexion d’abscisses —3 et —1

4 - Construisons la courbe (€f> et la droite (D) dans le repére (O,’Z,?)

(On prend : f(—3) ~ —25 ; f(—1) =~ —0.75)

5 - a) Vérifions que la fonction H : z  (z — 1)e” est une primitive de la fonction
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h:x— xe’ sur R et montrons que / reldr = - —1

e

-1
v Les deux fonctions z — = — 1 et z = €% sont des fonctions dérivables sur R

Alors H est dérivable sur R, Et pour tout = de R on a :

’

H(z)=(z—1)e") =(x—1)¢e" +(x—1) (e”")/ =e" 4+ (r—1)e" = ze” = h(zx)

D’ou ’ H:x+ (xr—1)e" est une primitive de la fonction h : z > ze® sur R ‘

v /O ze'dxr = [(z — l)e‘T’]O =—-1— (—26’1) = g —1

—1
b) En utilisant une intégration par parties, montrons que :
0

2
I:/ (2 +1)e*dz =3(1— )

e

—1
Onpose wu(z)=2?+1 et v (x)=¢€"
Donc u (z) =2z et v(x)=¢e"
0

I=[(2*+1) e”l”]g1 —/ 2xetdr

-1

0
. 2
Finalement / (z? +1)e*dr = 3(1 w 7>
Q e

c) Calculons, en cm?

, aire du domaine plan limité par la courbe (C’f), la droite
(D), ’axe des ordonnées et la droite d’équation = = —1
0
On a A = / |f(z) — (z+ 1)|dz v.a (Avec f continue et la courbes (C;) situés
o)
au-dessous de la droite (D) :y =x + 1
0
Donc A = / ((x + 1) — f(x))dx x 2cm x 2em
—1
0
= / (22 +1)e“dzr x 4em?

=il

2 2
:3<1—7>x4cm2:12<1—7>cm2
e e

2
Finalement | A = 12 <1 — 7> cm?
e

FIN
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