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Exercice 1 : (3 pts)
s . - o 1 1
1 - On consideére la suite numérique (u,,) définie par : uy =2 et 1w, ; = 1gUn + g Powr
tout entier naturel n
0.5 pt a) Montrons par récurrence que u, > 1 pour tout entier naturel n.
v Initialisation : Pour n =0, on a u, = 2 donc uy > 1.
v Hérédité : Soit n € IN, On suppose que : u,, > 1 et on montre que u,_; > 1.
Ona:
>1= > !
K 16"~ 16
N 1 n 15 N 1 n 15
16716 7 16 ' 16
Dot w, ; > 1.
v Conclusion : d’apres le principe de la récurrence : (Vn € N) u, > 1.
15
0.5 pt b) ¢ Vérifions que u, , —u, = T (un — 1) pour tout entier naturel n.
Soit n € N. On a :
15
_ ( 1 1) " 5)
6 )" 16
—15 15
= u
16 ™ 16
—15
Donc | (Vn e N) wu, . —u, = 16<u” — 1) :
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v Montrons que la suite (u,,) est décroissante.
—12
Soitn € N.Ona:u,>1 = u,—1>0 = Hi(u”_l) <0 =u,—u, <0.
Donc (Vn € N) wu, ., <wu,. Et par conséquent la suite (u,,), iy est décroissante.
0.25 pt c) Déduisons g
Puisque la sui
elle est conve
2 - Soit (v,,) la suite
1 pt a) ¢ Montron
Soit n € IN. O
Donc | (Vn €
Et par conséq
v Ecrivons
Soit n € IN.
terme vy = u
0.75 pt b) ¢ Montron
Soit n € IN. O
Et puisque v,,
v Détermi
1
Onan—1<1—6<1alorsngrfoo — —() Or (VneN) w, =1 E
Alors | lim u, =1|
n——+oo
Exercice 2 : (3 pts)
1 - Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, 7, J, 7<:) on consideére les points
A(1,3,4) et B(0,1,2).
0.5 pt a) Montrons que OA A OB = 2i — 2j + k.
On a m(l; 3;4), UE(O; 1;2).
i j ok
- 3 4. |1 4. |1 3 — — . —
Donc OANOB=1|1 3 4| = 7— j+ k.Dou|OANOB=2i—2j+k
1 2 1 2 0 1
0 1 2
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0.5 pt b) Montrons que 2z — 2y + z = 0 est une équation cartésienne du plan (OAB).
On sait que le vecteur OA A OB est un vecteur normal au plan (OAB).

Alors (OAB) : 22 —2y+2z+d =0 avec d € R.

Or O e (0OA

Et par conséq

0.5 pt 2 - Montrons que
Soit M (z,y,z) u
Me(S)) <«
—

—
Dot (S) est la s

0.75 pt 3 - a) Montrons q
Ona:
Donc d(£2; (O
0.75 pt b) Déterminon

spheére (S5).
Pour détermi

trique de la d

Ona OANO
de (A).
Done (A): {y—=—3-% (teR)
z=3+1
r=3+2t
y=-3—-2t
systeme : . On remplace z, y et z dans la 4 éme équation, on trouve :
z=3+1
20 —2y+2=0

—-16 =5
6+4t+6+4t+3+t:0:>9t+16:O:>t:—:?
10 -1
xr = e —
5 3 114
Donc y—_3+L??:é . Et par conséquent : H<7;7,7>
5 4
:3—7:7
‘ 373
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0.75 pt

0.75 pt

0.75 pt

0.75 pt

Exercice 3 : (3 pts)
1 - Résolvons dans I’ensemble des nombres complexes C I’équation : 22 — 8z +41 = 0.
10i
Ona A = (—8)2—4x41 = 64—164 = —100 = (10i)2. Donc z; = 8+ 106
7 =4—5i. Dot | S ={4+5i;4—5i} |

=445t et zy=

2 - Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, 4, ), on considére les
points A, B, C et Q) d’affixes respectives a, b, c et w telles que a = 4+5i, b =3+4i,c =6+7i
et w=4+4Ti.

—b
a) Calculons ¢ B puis déduisons que les points A, B et C sont alignés.
a/ J—

puis en déduire que les points A, B et C sont alignés.

c—b 6+4+T7i—3—4i 3+3i 3(1+19) c—b
= - - = — = —. Donc
a—b 4+51—3—4i 1+ 1+ a—>b

Ona:

c
Et puisque

b= 3 €, alors les points A, B et C sont alignés.
b) Montrons que 2z’ = —iz — 3 + 11i.
Soit z I'affixe d’un point M du plan et 2z’ affixe du point M’.

Puisque R est la rotation de centre Q2 et d’angle —g. Alors :

s
—i—

RM)=M <= 2 -w=e 2(z—w)
= 2 =44Ti—i(z—4—-Ti)
= Z=44Ti—iz+ 47

D’ou

7z =—iz—3+ 114

c) Déterminons I'image du point C par la rotation R puis donnons une forme

trigonométrique du nombre complexe .
c—w

e On a
¢ =—ic—3+11¢
= —i(6+7i)— 3+ 11i
=—06i1+7—3+11z

=4+5i=a

Donc |R(C)=A

eOna:

a—w  A+5i—4—Ti  —2

= —— = —1

c—w 64+Ti—4—Ti 2
=0—1i

a—w —T L. [T
Donc : = cos (—) + isin (—)
c—w 2 2

https://steinmath.com 4/10 Option PC & SVT
than yesterday, tomorrow better than today

J



https://steinmath.com

( N\
Session Rattrapage 2016
Exercice 4 : (3 pts)
Une urne contient 10 boules portant les nombres 1;2;2;3;3;3;4;4;4;4 (Les boules sont indiscer-
nables au toucher).
On considere I'expérience suivante : on tire au hasard , successivement et sans remise, deux boules
de 'urne.
1 pt 1 - Soit A ’évenement :” Obtenir deux boules portant deux nombres pairs”. Montrons que
1
p(A) = 3
10! card(A)  AZ 30 1
O dQ) =A%, = —=10x9 = . D A)="2"7 -6 _ T S
na card($) = Ai = 3 8 one p(A) = 0@ 90 90 |3
2 pt 2 - On répete l'expérience précédente trois fois de suite, en remettant dans 1'urne les deux
boules tirées apres chaque expérience. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois
4
ol ’événement A est réalisé. Montrons que p(X = 1) = g puis déterminer la loi de
probabilité de la variable aléatoire X.
On répete la méme expérience 3 fois de suite dans les mémes conditions, donc la variable
aléatoire X suit une loi bindmiale de parametres n = 3 et p = 3
p(X =k) = Crp*(1 —p)"*
1 3-1
1 1 4 4
X=1)=C} (f) (1“) PV
PX=1) =6 (3 3 3797 |9
1\° 1\*° 8 8
X:0:CO<—> (1—7> —1x1lx —=|=>
P =0)=C5 (3 3 X or
1\? 1\*2 1 2 |2
X =2 :02(7> (1—7> =3x_-x==|=
PX=2)=C5 (3 3 93 |9
1\? 1\ 1 1
T E (R N PR S
P =3)=C5 (3 3 Ty
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Probléme : (8 pts)
PARTIE I

2
On considere la fonction g définie sur ]0; +oo[ par : g(z) = — — 1+ 2Inz
x

On donne, ci-contre, le tableau de variation de g sur |0; +o0/.

0,25 pt
1 - Calculons g(1).
2
O g(l)==-—142n1=2—-14+2x0=|1
na:g(l)=7—1+2n +2x0=l1] z o 1 +o
2 - Déduisons que g(z) > 0 pour tout = de |0; +o0].
0,75 pt /
g (x) - 0 +
s N .. . 400 —+00
D’apres le tableau de variations, la fonction g admet
un minimum 9(z) \ /
9(1)
Alors pour tout x de ]0;4+o00[, on a g(z) > ¢(1)
Et puisque g(1) =1 alors (Vz €]0;+00[) g(z) > 1
D’ou (Vz €]0;4+00[) g(z) >0
PARTIE 1T
On consideére la fonction f définie sur ]0, oo par : f(x) =3 =3z +2(x+1)Inz. (C;) est la courbe
représentative de f dans un repére orthonormé (O; 7 f) d’unité 2cm.
0.75 pt 1 - Calculons lin(r)l+ f(z) et interprétons le résultat géométriquement.
Tr—
li = li — 2 1)1 = lim lnz = —
omi}%+f(a:) mg&(?) 3r+2(zx+1)Inz) car  lim Inz 00
e Ona lirgl f(z) = —oco. Alors la courbe (C'y) admet la droite d’équation = 0 (I'axe des
z—0"
ordonnées) comme asymptote verticale.
0.5 pt 2 - a) Calculons hﬂl f(z).
Tr—+00
3 1
Remarquons que (Vo € R™) f(z) ==z [— —3+2 (1 + 7) In x] Donc :
x x
xggloo flx)= mganoc(S —3z+2(x+1)Inz)
1
= lim x<3—3+2<1+> lna:)
T—+00 X €T
-
. . . 3
car lim Inx=+ocoet lim —= lim — =0
T—+00 r—+00 I T—+00 I
0.5 pt b) Etudions la branche infinie de (C}) au voisinage de +o0.
3 1
On a lim f(x) = +oo et lim @) = lim <——3+2 <1+—> 1nx> = +4o00. Car
T—+00 T—+00 €T T—+00 X €T
lim Inx =+coet lim —= lim — =0. Alors (Cy) admet une branche parabolique
T—+00 r—+00 I r—+00 I
de direction 'axe des ordonnées au voisinage de +o0.
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0.75 pt 3 - a) Montrons que [’ (z) = g(z), pour tout = de ]0,+o0].
Soit x €]0;+0o0]. On a z — 3 — 3z et © > 2(z + 1) sont deux polyndémes dérivables
sur tout intervalle inclus dans R et donc sur ]0; +o00[ et puisque la fonction In est aussi
dérivable sur ]0; 4o0[, alors la fonction f est dérivable sur |0; +oo]. (comme produit et
somme de fonctions dérivables sur |0; 4+o00[). Et
ff(x)=3B—=3z+2(z+1)Inz)
1
=-3+2 <lnx+ (x + 1)7>
x
1
=-3+2lnz+2z+1)—
x
2
=—-3+2lnx+2+ —
x
2
=—1+2lnz+ —
x
2
=——14+2Inz
x
Alors : ’(V:p €10;4o00]) f'(x) = g(m)‘
0.75 pt b) Etudions les variations de f, puis dresser son tableau de variation sur ]0, +-00|.
On a g(z) > 0 pour tout = de ]0; +00]
Alors f’(x) > 0 pour tout x de |0; 400
D’ou f est strictement croissante sur l'intervalle |0; +oo[. Alors le tableau de variations
de la fonction f est :
T —00 +ao
f(z) +
+00
f@ |
—‘OO
0.5 pt 4 - a) Montrons que /(1;0) est un point d’inflexion de la courbe (Cy).
Soit x € ]0;+o0o[. On a :
2 -2 2 —2+2
f'(x) =¢'(x) = (— —1+ 21nx> =—+-= Donc le signe de f”(z) est le
x x x x
signede —2+2z. Or: f"(2) =0 <<= 1—2=0 < xz=1.Dou:
x - 1 +o00
f'(2) - +
f"(z) s’annule et change de signe en 1, donc I(1;0) est un point d’inflexion de la courbe
().
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0.25 pt b) Montrons que y = z — 1 est 1’équation de la tangente (7') au point /(1;0) a la
courbe (C}).
2
Ona:f’(l):I—1+2lnlzlet f(1)=0.
Donc I’équation de la tangente (T') s’écrit sous la forme : y = f'(1)(z — 1) + f(1)
= y=l@-1)+0 = [(D):y=a—1]|
0.75 pt c) Tragons sur le méme repére (O;7;j), la droite (T) et la courbe (Cy).
La courbe (C}) et la tangente (T) :
y/\
(©)
(1)
it
\ \
> T
i
2 T 7
0.5 pt 5 - a) Montrons que : /1 (1 + 5) do = 1
On a:
2 2
x 1 )
I= 1+ - )de = —| =24+ =14+~ | =3—~
/1<+2>dx [m+4L +3 <+4) 32
2
z 7
Donc : /1 <1—|—§>dx—1.
2 7
0.75 pt b) Montrons, par une intégration par parties, que : / (r+1)Inxdr =4In2 — 1
1
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0.5 pt

1
u(z) =Inz u'(z) = —
On a: = x . Donc :

V() =2+ 1 o(@) = 5 (a +1)?

N | =

2
/ (x 4+ 1) Inzdr =
1

| —
| —

o= N

2 2 2
(r+1)2 lnx} — 1/ Mdr
12 z

1 [2224+20+1
Xgam_o)_/ A2l
1

Il
/N

x

2
D’ou : A:/ (x+1)lnxdx:4ln2—£
1

c) Calculons en c¢m?, S I'aire du domaine limité par la courbe (C;), I’axe des
abscisses et les deux droites d’équations z =1 et z = 2.

Soit = € [1, +oo[. Puisque la fonction f est croissante sur l'intervalle [1,4o0[, alors :

r>1 = flz)=f1) (f(1)=0)
— f(@)=0
Drou (v € [1,2]) |f(@)] = f(2).

2

If(w)\dfv> x (Ill)° (11l = 2em)

(
= (/12 f(a;)dx) % (2¢m)?
(

2
/ B3—3z+2(z+1)Inz) da:) X 4em?
1

2 2
= (/ 3(1—x)dx+/ 2(x—|—1)lnxdx) X dem?
1 1
2 2 2
(3/ (1—$)d$+2/ (x—l—l)ln:cdx) x dem? (A:/ (a:—l—l)lna:dfv)
1 1 1
227?
= (3 |:I‘2:| +2A) x 4em?
1
1 7
[3(2—2)—3(1—2> +2 % <4ln2—4>} x 4em?
[3+81n2—;} X dem?

= (8In2—5) x 4cm?
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0.5 pt

Donc | S = (321n2 — 20)cm?

6 - Résolvons graphiquement, dans l’intervalle ]0;+o0o[, I’inéquation : (z + 1)lnzx >
S@—1)
5 :

Soit = €]0; 4o00[ on a :

(m—i—l)lnng(x—l) < 2x+1)lhz>3zr—-3

< 3—-3z+2x+1)lnz>0
<= f(z)>0

Graphiquement, la courbe (C’ f) est au-dessus de 'axe des abscisses sur l'intervalle [1; +oo].
Donc (Vz € [1;+00[) f(z) > 0.

3
D’oti, ’ensemble des solutions de 1’équation (z + 1) Inx > i(x —1)est:|S=[1;+00[|

FIN

https://steinmath.com 10/10 Option PC & SVT
than yesterday, tomorrow better than today

J


https://steinmath.com



