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0.75 pt

Exercice 1 : (2.5 pts)

On considére la suite numérique (u,,) définie par: vy =2 et u,, .| =

3+u

n

n

4(u

n

pour tout n de N.

1-

Vérifions que :

Up+1 —3=

pour tout n de N puis montrons par ré-

2+ 3 —u,)
currence que u, < 3 pour tout n de N.

4(un [ 3)

° Vériﬁons que : = m

Uy — 3 pour tout n de N.

Soit n € N.
On a:

34U,
~ 5T
_3+4U,—-3(-U,)
B 5—-U,
34U, —15+3U,
N 2+3-U,
AU, —12

2+ (3-U,)

_ AU, —3)
2+(3-U,)

Un+1 -3 3

D : —3=—"
onc:U, ;—3 2+ (3-0,)

pour tout n de N.

e Montrons par récurrence que U,, < 3 pour tout n de N.

* Pour n =0 on a : U, = 2 < 3 (proposition vraie).

x Soit n € N. Supposons que U,, < 3 et montrons que U, ; < 3.

Puisque U,, < 3 alors, U, —3<0,3—-U,>0et2+(3—-U,) >0
4(U, —3)

Donc, U, ., —3 = m <0

Dou, U, ,; <3

‘ Par conséquence d’apres le raisonnement par récurrence U,, < 3 pour tout n de N. ‘
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2 - a) Montrons que (V) est une suite géométrique de raison 3 puis déduisons que
1 n
0.75 pt V, = <§> pour tout n de N.
e Montrons que (V) est une suite géométrique de raison 23
Soit n € N, On a :
Un+1 —1
Vn-‘rl — 3— Un+1
v, Uu,—1
3-U,
3+U, 1
_5-U, o 3—-U,
g 34U, T U, -1
5—-U,
3+U,—-5+0U,
5—-U, 3—-U,
= X
15-30,—-3-U, U, —1
5—-U,
o 20,-2 y 3-U,
U, +12 7 U, —1
2, —1) < 3-U,
43-U,) U, —1
2
4
1
y
Alors, L — L pour tout 7 de N
TV, 2 }
1
Donc, V, ., = §Vn pour tout n de N.
Par conséquence (V,,) est une suite géométrique de raison % et du premier terme
Uy — 1
Vp = 4PN
1 n
e Déduisons que V,, = <§> pour tout n de N.
Soit n € N, On a :
V, =V, xq"?
— ‘/0 % qn—O
()
2
1 n
Donc, V,, = <§> pour tout n de N.
143V, . . .
b) Montrons que U, = iV pour tout n de N puis exprimons (U,,) en fonction
0.5 pt de n. "
1+ 3V,

e Montrons que U, = pour tout n de N.

14+V,
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0.5 pt

0.5 pt

Soit n € N, On a :

U —1
V”ZS—Un
=V (3-U,)=U, —1
=3V, — V.U, —U, =—1
= U, (V,+1)=—1-3V,
U, (1+V,)=1+3V,
143V,

=U, =
" 14V,

1+3V,
1+V,

Donc, U,, = pour tout n de N.

e Exprimons (U,) en fonction de n.
Soit n € N

1 n
Puisque V,, = (7> alors, U, = ———5-.

2 1\"
1 _
+<2>

pour tout n de IN.

1 n
1+3(3)
DOHC, Un = ﬁ
1 _
i (2)

c) Déterminons la limite de la suite (u,).

1 n
113 (5)
Ona: lim U,= lim ——=5 =1
n—-+00 n—+00 1 4 (1)
2
1 n
Car : lim <7> =0
n—+oo \ 2

Exercice 2 : (2.5 pts)

- - =

On considére, dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O,1i,7,k), les
points A(2,1,3), B(3,1,1) et C(2,2,1) et la sphére (5) d’équation :

22+ 2+ 22 —22+2y—34=0

1- a) Montrons que ABNAC = 2i + 25 + k.
On a :AA_B) (T — %A, Yp — Ya,2B — %4)
alors, AB (3—2,1—1,1-23)

Donc, E(l,o, —2)

et On a : F(mC—JZA,yc—yAaZC_ZA)
alors,ﬁ(2—2,2—1,1—3)

Donc, F(O,l,—Q)

0 1 |- |1 o0 |- 1|1 0]
AB/\AC—‘_Q y z—‘_z 5 g+‘0 L |E
=(0x(=2)—(=2)x D)i—(1x(=2)—(=2)x0)j+(1x1—0x0)k
=2 — (—2)j+k
=242/ +k
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Donc, ABAAC = 2?—!—2‘7?—#-7%
0.5 pt b) déduisons que 2z +y+z—9 =0 est une équation cartésienne du plan (ABC).
On a: ABA AC = 2i + 2j + k et un vecteur normale au plan (ABC).
Alors, ’équation cartésienne du plan (ABC') s’écrite sous la forme : 2z +2y+ z+d = 0.
Déterminons la valeur de d.
On a :
=2x242x143+d=0
=9+d=0
=>d=—
‘ Donc, 2z + y + z — 9 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC) ‘
2 - a) Montrons que le centre de la sphére (5) est le point Q(1,—1,0) et son rayon
0.5 pt est 6.
On a I’équation :
PP+ -2 +2y—34=02>—20+9> + 29+ 22 —34=0
S —20+12 12492 +2y+12-124+22-34=0
s@-1)°+Wy+1)*+22-2-34=0
S (@—17+ (y+1)° + 22 =36
S @—1) 4 (y+1)° +22 =6
‘Donc, le centre de la sphere (5) est le point ©(1,—1,0) et son rayon est 6. ‘
b) Montrons que d(2, (ABC)) = 3 et déduisons que le plan (ABC) coupe la sphére
(S) suivant un cercle (T').
0.5 pt e Montrons que d(Q2, (ABC)) = 3.
On a:
2 2 -9
V22422 412
2% 142x(-1)4+0-9]
V9
_?
-3
=3
‘Donc, d(Q, (ABC)) =3 |
e Déduisons que le plan (ABC) coupe la sphére (S) suivant un cercle (I).
Puisque d(£2, (ABC)) = 3 < 6 alors, le plan (ABC') coupe la spheére (S) suivant un cercle
().
’Donc, le plan (ABC') coupe la sphére (S) suivant un cercle (T'). ‘
3 - a) Déterminons une représentation paramétrique de la droite (A) passant par
0.5 pt le point ) et orthogonale au plan (ABC).

On a: (A) L (ABC). Alors, AB A AC est un vecteur directeur de la droite (A).

r=1+2t
Or Q € (A) alors, la représentation paramétrique de la droite (A)est: < y = —1+2t /(t € R)
z=1
r=1+2¢
Donc, la représentation paramétrique de la droite (A) est :  y=—1+2t /(t € R)
z=t
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0.5 pt b) Montrons que le centre du cercle (I') est le point B.
r=1+2¢
=—-14+2¢ teR
On a le centre du cercle (I') est la solution du systeme : Y . - /( )
z =
20+2y+2—9=0
il suffit de vérifier que : B € (A) et B € (ABC).
On a : B € (ABC). Montrons que B € (A).
On pose: xp=1+2t; yg = —1+2t; et 25 =15
-1 3-1 1 141
Ona:tlsz = zle‘LtQZyB+ _ =letty =1.
2 2 2
Donc, B € (A)
Par conséquente B € (A) N (ABC).
‘Donc, le centre du cercle (') est le point B.
Exercice 3 : (2.5 pts)
0.75 pt 1 - Résolvons dans ’ensemble des nombres complexes C L’équation :2%2 — 4z + 29 = 0
Ona:a=1;b=—4etc=29
Alors,
A = b% — 4ac
=(—4)2-4x1x%x29
=16 — 116
=-100<0
Puisque le discriminant A < 0 alors, ’équation admet deux solutions complexes :
7 —b—iv—A  —(—4)—iy/—(=100) 4—4v/100 4 —10¢ 9 _ 5
= = = = = — I
! 2a 2 x 1 2 2
7 —b+iv—A  —(—4)+iy/—(—100) 4+:v/100 4+ 104 215
= = = = = 1
> 2a 2 x 1 2 2
‘Donc, Sc = {2 — 5¢;2 4+ 5i} ‘
2 - Considérons, dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct
(O,e; ,e5 ), les points 2, A et B d’affixes respectives : w = 9+1¢ , a = 5+
2i et b=5+48i
a) Soit u le nombre complexe tel que : u = b — w.Vérifions que u = 3 4+ 3i puis
0.75 pt montrons que argu = 2[27@.

e Vérifions que u = 3 + 3i.

On a:
u=b—w
=548 — (2 + 5i)
=548 —2—>5¢
=5—-248—5
=343

‘Donc,u:3+3i. ‘

e Montrons que argu = %[2%].

Ona:|u|=3+3i|=v32+32=v9+9=+18=3V2
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Alors,
u=3+ 3
3
—3vE (4 i)
V2 V2
1
=3v2 ( + z)
V2
2 2
— 33 (\[ V2, )
2 2
=3v2 (cos 1 + ¢sin Z)
Donc, argu = Z[27r]
b) Déterminons un argument du nombre complexe u ( u étant le conjugué de u
0.25 pt ).
_ T
On a:argu = —argu = 1
b—
0.75 pt c) Vérifions que a —w = u puis déduisons que : QA = QB et arg ( w) = g[2Tr].
a4 —w
e Vérifions que a —w =1
Ona:
a—w=>5+2i—(2+5i)
=5+2i—2—b5i
=5—2+4+2t—5%
=3—3
-7
Donc, a — w = w. ‘
L. b—w T
e Déduisons que : QA = OB et arg < ) = 5[277]
a4 —w
Ona:u=b—walors, | u|=|b—w|= BQ.
ona:u=a—walors, |u|=|a—wl|=AQ.
Puisque | u |=| w | alors, AQ = BXQ).
‘Donc, AQ = BQ. ‘
* On a :
b—w
arg( )za (b —w) —arg(a —w)[27]
a—w
T w
VR ( Z)[QW]
T T
2
= —[2n]
= 2 [2n]
h—
Donc, arg ( w) = E[Qﬂ].
a—w 2
d) On considére la rotation R de centre ) et d’angle 27. Déterminons ’image
0.5 pt du point A par la rotation R.
b— b—
Ona: | ki |=1 et arg <J> = E[277].
a—w a—w 2
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Alors, la forme trigonométrique du nombre complexe —~ $écrite sous la forme :
b—w ’b—w‘< 7r+,_7r>
= cos — + isin —
a—w a—w 2 2
K
e
Donc, b—w=1i(a—w)=¢€ 2 (a
’Donc, I’image du point A par |
Exercice 4 : (2.5 pts)
Une urne contient 10 boules : quatr
sont indiscernables au toucher).
\.
On tire simultanément et au hasard
combinaisons CP?.
1 - Soit A I’événement :<< les de >
1 pt (A) = 2
p p 15
Card(A)
Ona:|p(Ad) =—"==
na:p(d) Card(S?)
4! 4x3x2 12
d A = 2 = = = —_—
Or, Card(A) =4 = 51— 55 = %2 3 =0
10! _10x9x8 10x9
t d(Q) = = =4
et Card(9) = Cto = 21(10 — 2)! 2 x 8l 2 g
Card(A) _ 6
Al A = —.
ors, p(4) = Card(Q) 45 15
2
D A)=—.
2 - Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage de deux boules associe le nombre
de boules rouges restantes dans 1’urne.
3 - a) Montrons que ’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X est
{2,3,4}.
0.5 pt e Si je tire 2 boules verts, les boules rouges restes sont 4.
e Si je tire un boule vert et un boule rouge, les boules rouges restes sont 3.
e Si je tire 2 boules rouges, les boules rouges restes sont 2.
’Donc, lensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X est {2, 3,4} ‘
7/14 Option PC & SVT
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1.5 pt b) Montrons que p(X =3) = 5 puis déterminons la loi de probabilité de X.
8
e Montrons que : p(X =3) = 1
Card(X =3) C;jxCi 24 8
. X = f— = frd = —,
Ona:pX=3)=—7 70 45 515
8
D X=3)=—.
OnC? p( ) 15
e Déterminons la loi de probabilité de X.
2
Ona:p(XzQ):p(A):ﬁ.
8
Card(X =4) CZ 15 1
Etp(X=4)=—7'——F=—"2=—=—,
P ) =~ Card ) 45 45 3
X=z, | 2] 3 |4
2 8 |1
PX=z)|l —| —| =
X=2) | 5511513
PX=2) 4+ P(X=3)+P(X =)= =+ 5 414
B B -7 15 15 3
Probléme : (8 pts)
On consideére la fonction numérique f définie sur R par :
f(x) =22 — 2+ e — 4e®.
et soit (C;) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; i)
(unité : 1em).
PARTIE T
0.25 pt 1 - a) Montrons que lim f(z)= —oc.
r—r—00
Ona: lim f(r)= lim 27 —2+e* —4e® = —c0
T——00 T——00
lim 2z —2=—00
T——00
Car, lim e?* =0
T——00
lim —4e” =0
T——0Q
Donc, lim f(z)= —oc.
Tr——00
b) Montrons que la droite (D) d’équation y = 2z — 2 est une asymptote a la
0.5 pt courbe (C;) au voisinage de —oo
On a:
lim f(z)— (22 —2) = lim 2z —2+ €% —4e® — (22— 2)
Tr—r—00 r—r—00
= lim e?** —4e”
Tr—r—00
=0
lim e?* =0
Car’ T——00
lim —4e* =0
T——00
Donc, la droite (D) d’équation y = 2x — 2 est une asymptote a la courbe (C) au
voisinage de —oo
0.5 pt 2 - a) Montrons que lim f(z)= +oc.
r—+00
https://steinmath.com 8/14 Option PC & SVT
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0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

On a
— 3 _ 2z x
= lim 2x—2+¢e" (e —4)
T—r+00
= +OO
lim 2z —2 =+
T—+00
Car, lim e* =400
T—+00
lim e* —4 = +oco
T—+00
Donc, IETOO f(z) = +o0.

b) Montrons que lim f@)

= 400 puis interprétons géométriquement le résultat.
T——+00 X

On a:
. f(z) o 2r— 24 €% —4e”
lim ~—= = lim
r—+o0o I T—+00 €T
2 — 2 T (e® —4
— lim T +e” (e )
T—+00 X
2c— 2 T
= lim 2 —|—€—(e“’—4)
r—+00 xTr X
= +OO
2r — 2
lim x =2
T—+00 xl‘
Cor, { tm € = oo
T—+00 I
1_131 et —4 =+00
Donc, lim,_, @ = 400
T

e interprétons géométriquement du résultat.
f (af)

Pulsque hm f(x) = 400 et hm = = 400 alors, la courbe (C;) admet une branche

parabohque de la direction celle de I axe des ordonnées au voisinage de +oo
3 - a) Montrons que f/(z) = 2(e” — 1)? pour tout = de R.
La fonction f est dérivable sur R.
Soit z € R,
On a:
f(z) = (22 — 2 4 €** — 4e”)’
= (20 —2) + (e**) — (4e*)
=2+ 2e%¥ — 4e”
=2(e? —2e” +1)
=2(e* —1)°

Donc, f/(x) = 2(e® — 1)? pour tout = de R.
b) Dressons le tableau de variations de la fonction f sur R.
On a: f'(z) > 0 pour tout = de R. Et

F@)=0e2("—1)>=0
Set—1=0

S et =1
< x=0

https://steinmath.com 9/14 Option PC & SVT
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0.75 pt

0.5 pt

Alors, le tableau de variations de la fonction f sur R est le suivant :

T —00 0 400
f (@)
f(@)

c¢) Montrons qu’il existe un unique

On a : la fonction f est continue et
tervalle [1;1n4].

f(1) =% —4e = e(e —4)
f(ln4) =2In4 —2=2(1
Alors, f(1) x f(In4) < 0.

et on a :

Donc, d’apres le théoreme des vale
I'intervalle |1,1n4[ tel que : f(a) =

4 - a) Montrons que la courbe (C}) e
]In4, +o0] et qu’elle est en-desso
Soit = € R.
On a:

flx) = (2¢—2)
=e2* — 4e”

=e” (e —4)

Puisque e” > 0 alors, le signe de f(x) — (2o — 2) est le signe de e* — 4.
Ona:e*—4=0se*=4<x=1In4
e Sur l’intervalle |In4, 00|

On a:

r>lnd=¢e" >4
=er—4>0
=e’(e*—4)>0
= f(z)— (22 —2) >0

Donc, la courbe (Cy) est au-dessus de la droite (D) sur U'intervalle | In 4, +-o0[.

e Sur 'intervalle | — oo, In4|

Ona:

r<In4d=e"<4
=e"—4<0
=e’(e"—4)<0
= flr)— (22 —2) <0

Donc, la courbe (C}) est en-dessous de la droite (D) sur l'intervalle | — oo, In 4[] .
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b) Montrons que la courbe (C;) admet un seul point d’inflexion de coordonnées
0.5 pt (0,—5).
Puisque la fonction dérivé f s’annule en 0 en ne changeant pas de singe, alors le point
de coordonnées (0; f(0)) est une point d’inflexion.
Or f(0) = —5 alors, | le point de coordonnées (0; —5) est une point d’inflexion. ‘
0.75 pt c) tragons la droite (D) et la courbe (C;) dans le méme repére (O; 7).
Y
7 -
6 -
5 -
o
/
; 5
(€y) 4
3T \Q
8
2 -
5 > 3 4 5%
In4 9
0.5 pt 5 - a) Montrons que / (€2* — 4e%)dx = —3
0
https://steinmath.com 11/14 Option PC & SVT

than yesterday, tomorrow better than today

J



https://steinmath.com

Session : Normal 2016

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

In4

e2r — 46’”}
0

62ln4 _ 4eln4] _ [EGZXO _ 460:|

><16—4><4]—[;><1—4><1}

N~ N = N =

1
=8—16—-+4
5+

In4 9
Donc, / (€2* — 4e%)dx = —=.
5 2

b) Calculons en cm?, ’aire du domaine plan délimité par la courbe (C' )s la droite
(D), I’axe des ordonnées et la droite d’équation x = In4.

In4
Onasd= [ | fx)=(2e—2) |dox || T[]
0
Puisque : f(z) — (2z — 2) < 0 sur l'intervalle [0;1n 4] alors,
In4
A:/ —(f(z) — (2 —2))dz x em' x cm!
0
(f(z) — (2 — 2)) dr x cm?

— 4e*)dx x cm?

Donc, I'aire du domaine plan délimité par la courbe (C), la droite (D), 'axe des

ordonnées et la droite d’équation x = In4 est 3 x cm?.

PARrTIE 11

1 - a) Résolvons I’équation différentielle (F) : y — 3y + 2y =0.
On a : Péquation caractéristique de (E) est : 72 —3r +2 =0
Puisque A = (—=3)? —4x1x2=1>0.

Alors, ’équation caractéristique admet deux solutions distincts :
-V 3-1

2x1 2

—(=3)+v1 341

= 2.
2x1
Donc, les solution de I’équation différentielle (E) sont les fonction z +— ae™® + [e2*

avec (a, ) € R2.
c’est-a-dire : les fonction z -+ ae® + Be® avec (a, 8) € R2.

7’1: :1

N =N N

7"1:

b) Déterminons la solution g de I’équation (E) qui vérifie les deux conditions :
g(0) = —3 et ¢/(0) = —2.

https://steinmath.com 12/14 Option PC & SVT
than yesterday, tomorrow better than today

J



https://steinmath.com

Session : Normal 2016

On a : la fonction g solution de I’équation (E) alors, g(z) = ae® + Be%* avec (a, 3) € R2.
Déterminons les valeurs de o et §.
On a : la fonction g est dérivable sur R et sa fonction dérivé g’(z) = ae® + 23e*

Alors,
{g(o)=—3 @{(X—Fﬁ:—?)
g (0)=-2 a+28=-2

oa=—4
&
g

alors, g(r) = —4e® + 1 x €2* pour tout = € R.

Donc, g(x) = €2* — 4e® pour tout z € R.

2 - Soit h la fonction numérique définie sur l'intervalle |In 4, 4+oo[ par :

a)

h(z) = In(e?® — 4e®).

Montrons que la fonction h admet une fonction réciproque h ' et que h~! est

0.75 pt définie sur R.
On a : h(z) = In(e** —4e®) =1In(g(x)) = In(f(z) — (2x — 2)).
e On a : la fonction g est continue et strictement positive sur U'intervalle |In 4, +ool.
( Car, la fonction g est une solution de 1’équation (E), alors il est deux fois dérivable sur
R et se trouve au-dessus de la droite(D) sur 'intervalle | In 4, 4+00[ ) et la fonction In est
continue sur U'intervalle ]0, +o00[ en particulier continue sur l'intervalle |In4, 4+o00[
Donc la fonction h est continue sur ’intervalle |In4, 4oo.
e On a : la fonction h est dérivable sur I'intervalle |In4, +o00[ et sa fonction dérivé :
W (z) = (In(e2* — 4e7))
~ (e — 4636)/
= (@@ i)
_ 2e%% — 4e”
= aer
_2(e” —2)
et —4
Sur lintervalle [In4,+oo[ on a : e* —2 > 0 et € —4 > 0 alors, h'(z) > 0 pour tout
z €]In4, +o0[.
Donc la fonction h est strictement croissante sur ’intervalle |In4, +o0].
Puisque la fonction h est continue et strictement croissante sur l'intervalle |In 4, 4+o00].
Alors la fonction h admet une fonction réciproque h~! définie sur un intervalle J telle
que :
J=h(]ln4,+o0|)
= |—o00; +o0]
=R
{ lim h(z) = lim In(e?*® —4e®) = lim h(t) = —o0
En effet z—In4+ r—In4*t t—0t
"] lim h(z)= lim In(e** —4e®) = lim In(e®(e” —4) = +oo
T—+00 r—+00 r—+00
0.75 pt b) Vérifions que h(In5) = In5 puis déterminons (A1)’ (In5).
e Vérifions que hA(ln5) =1Inb
www.steinm 13/14 Option PC & SVT
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e Déterminons (A1) (In5).
On a : la fonction h est dérivable en Inb et A'(In5) =6 #0 .
Alors, la fonction h~! est dérivable en In5 est on a :

(h=)(In5) = (k™) (h(In5))
1
(Inb)

h
1
6

1
Donc, h(ln5)=1In5et (A1) (In5) = G
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