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MATHEMATIQUES

Exercice 1 : (3 pts)

On consideére la suite numérique (u,,) définie par : ug=4 et wu, ;= %un—&—?) pour tout n de IN.
1 - Montrons par récurrence que u,, < 5 pour tout n de IN .
Pourn=0onauy,=4et4<5douuy, <5
Donc la proposition est vraie pour n =0
Supposons que u,, < 5 pour n fixé de IN et montrons que w,, . <5
c’est-a-dire montrons que : u, . —5 <0

. . 2 2
Soitn € N Ona: Un+1_5:gun+3_5:5u”_2

<:>un+1_5:7(u

Et puisque u,, <5 alors u,, —5 <0
2
D’ou 5(un—5) <0 doncu, ; —5<0 doluu, <5

D’apres le raisonnement par récurrence on a u,, < 5 pour tout n de IN.

2 - Vérifier que : v, | —u, = 5(5 —u,,) pour tout n de IN et en déduire que la suite (u,,) est
croissante.
3
e Vérifions que : u,, . —u, = 3(5 — u,,) pour tout n de N.

2
(Soitn € N) w, .4 —u, = <f—1>un+3

)
= —gun +3
=2 (5-u,)
Donc : (Vn e N); u, , —u, = 2(5 —u,)
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e Montrer que la suite (u,,) est croissante.
n

(Soitn € N) w, . —u, = 2(5—21”)

Et puisque u,, —5 < 0 pour tout n de IN donc 5 —w,, >0
D’ou (Vn e IN); v,y —u, >0

‘Donc la suite (u,,) est croissante. ‘

0.25 pt 3 - Déduisons que la suite (u,,) est convergente.
Comme la suite (u,,) est croissante et aussi majorée par 5 ((Vn € IN) ; u,, <5)
‘Alors la suite (u,,) est convergente. ‘
4 - Soit (v,,) la suite numérique telle que v,, = 5 — u,, pour tout n de IN.
2
0.75 pt a) Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison A et exprimer v,, en fonction de n.
S . 1
e Montrons que (v,,) est une suite géométrique de raison 5
Vne€N)ona:
. 2
(Soitne€IN) v,y =5—u, 1 =5— gun+3 .
2
N . 2
Donc (v,,) est une suite géométrique de raison q = P
e Exprimons v,, en fonction de n
2 n
(VneN) v, =vyx¢" %= (5) , carvg=5—u;=5—-4=1
2 n
Donc (Vn e N) v, = <5)
2 n
0.75 pt b) En déduire que u,, = 5— <5> pour tout n de IN puis calculer la limite de la suite (u,,).
2 n
e Déduisons que u,, = 5 — (5) pour tout n de N
2 n
On sait que : v,, = 5 —u,, pour tout n de IN d’ott w,, = 5 —v,, et comme v,, = (5)
2 n
Donc : u,, =5 — (5)
e Calculons la limite de la suite (u,,).
2 n
limu, =lim 5— (S) =5
2 o 2\
Car —1 < 5 <1, clest-a-dire lim (S) =0
Donc limu,, = 0‘
\
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Exercice 2 : (3 pts)
On considere, dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, 7 ,7, ?), le plan (P)
d’équation 2z — z — 2 = 0 et la sphere (S) d’équation : 22 + y? + 22 + 22 — 22 — 7= 0.

1 - Montrons que le centre de la sphere (5) est le point £2(—1,0,1) et son rayon est 3. ¢

Ona: M(z,y,2) € (S) e 22 +y? +22+2x —22—7=0

S+ 20+1—-14+1y°+22—-224+1-1-7=0
S @+1)2+y—072+(z—1)2%=9

& (x—19)” + (Y —ya)® + (2 —29)* = 3°

‘ Donc (S) est une sphére du centre Q(—1,0,1) et de rayon R = 3‘

2 - a) Calculons la distance du point Q au plan (P).
Ona:

_ |22q — 2o — 2

27+ (1P R

(92, (P))

Donc : d(€, (P)) = /5
b) Déduisons que le plan (P) coupe la sphere (.5) suivant un cercle (I').
Ona:d(Q,(P)=vV5<R.

‘Donc le plan (P) coupe la sphere (S) suivant un cercle (I") ‘

3 - Montrons que le rayon du cercle (I') est 2 et déterminer les coordonnées du point H centre
du cercle (T).
e Montrons que le rayon du cercle (I') est 2 .
soit 7 le rayon du cercle (I') , on a : 7 = /R2 — d(Q, (P))2.
Doncr:\/32—\/52 , dour=+v4=2

e Déterminons les coordonnées du point H centre du cercle (I').

on a H est la projection orthogonale de €2 centre de (I') sur le plan (P)
ou bien l'intersection du plan (P) et la droite (A) passant par le point

et perpendiculaire au plan (P) .
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Déterminons une représentation paramétrique de la droite (A) .
Soit M(z,y,z) € (A) on a: 2 € (A) Et puisque la droite (A) est perpendiculaire au
plan (P) alors u (2,0,—1) est un vecteur directeur a la droite (A)

r+1=2t
Par suite QM = t.u avec t € R, Donc : y—0=0 /(teR)

z—1=—1
r=—142¢t
Dot (A): < y=0 /(t € R) est une représentation paramétrique de ladroite (A)
g=1l=4%

Déterminons H(x g, Yy, 25) le point d’intersection de (A) et (P)

Ona:
=0 =0
Yu PN Yu
ZH:]_—t ZH:].—t
20y — 2y —2=0 2(—14+2t)—(1—t)—2=0
N Y N Y
ZH:]._t ZH:]._t
—2+4+4t—-14+t—-2=0 5t —5=20
=0
PN Y
t=1

Donc : -
zg=1—1=0

Finalement H(1,0,0) est le centre du cercle (T'). ‘

https://steinmath.com 4/2? Option PC & SVT

than yesterday, tomorrow better than today



https://steinmath.com

0.75 pt

0.75 pt

Session : Rattrapage 2015
Exercice 3 : (3 pts)

1 - a) Résolvons dans I'ensemble des nombres complexes C I’équation : 2% — 8z + 32 = 0.
Ona A= (—8)2—4><32:64—128:—64
—(—8) —iv—A 8—iv64

Comme A < 0 alors z; = 5 = =4—4

\Donczsz{4—4i;4+4¢}\

b) On consideére le nombre complexe a tel que a = 4 + 4i.
puis en

e Ecrivons le nombre complexe a sous sa forme trigonométrique

Ona\a|:\/42+42:ﬁ:4\@

Donc : a—4\[(COS( ) +isin (%))

e Déduisons que a'? est un nombre réel négatif.

e (8 {() 60 ()"
12 (<COS (ﬁ”) + isin (1?))

Donc : a'? est un nombre réel négatif.

2 - On considére, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, ;, 17), les
points A, B et C d’affixes respectives a, b et ¢ tels que :
a=44+4i ,b=2+4+3ietc=3+4:.
Soit z affixe d’'un point M du plan et 2z’ I'affixe du point M’ image de M par la rotation R
de centre C' et d’angle g
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0.5 pt a) Montrons que : z =iz + 7 +i.
on a
M =RM) &2 —c=¢€2(z—c)
&2 —c=i(z—c)
&2 =iz—ic+c
&2 =iz+ (1—1i)c
o2 =izt (1—14)(3+ 4)
&2 =iz+3+41—-3i+4
S =iz+ T+
0.5 pt b) Vérifions que d laffixe du point D image du point A par la rotation R est 3 + 5i.
on a D I'image du point A par la rotation R, donc :
D =R(A) & d=ia+7+i
Sd=i(4+4)+7+i
Sd=4—4+T7+1
< d=3+051
0.5 pt c) Montrons que 'ensemble des points M d’affixe z tel que : |z —3 — 5i| = |z — 4 — 4i] est
la droite (BC).
|z —3—=5i| =z —4—4i| & |z — (3+5i)| = |z — (4 + 41
< |2y — 2pl = |2y — 24l
< DM = AM
Donc I'ensemble des points M est la droite (A) la médiatrice du segment [AD],
montrons que (A) est (BC)
d’une part on a R(A) = D alors CA = CD donc C € (A)
D’autre part DB = |b—d| = [2+3i —3—5i| = | —1—2i| = \/(—1)2+ (—2)2 = V5 et
AB=|b—a|=12+3i —4—4i|=|—2—i|=+/(-22+ (-1)2 =5
Alors DB = AB donc B € (A)
\Donc : (A) = (BC).|
\
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Exercice 4 : ( 3 pts )
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Une urne contient 5 jetons : deux jetons blancs , deux verts et un rouge (les jetons sont indiscernables

au toucher ).

On tire au hasard successivement et avec remise trois jetons de 'urne .

1 pt 1 - Soit I'événement A : ”les trois jetons tirés sont de méme couleur ”.
17
Montrons A)=—.
ontrons que p(A) 98
On considere l'univers €, Le tirage est successivement et avec remise
donc card(Q) = 5% =125
d(A
les jetons sont indiscernables au toucher signifie que P(A) = L()
card ()
A:(B,B,B)ou (V,V,V)ou (R,R,R)
17
d’ott card(A) =23 423 +13=8+8+1=17|Donc : P(A) = T
2 pt 2 - Soit X la variable aléatoire qui est égale au nombre de jeton(s) blanc(s) tirés.
Déterminons la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
Les boules tirées La valeur de X
les trois boules sont B, B, B 0
les trois boules sont B, B, Bou B, B, B o B, B, B 1
les trois boules sont B, B, B ou B, B, B ou B, B, B 2
les trois boules sont B, B, B 3
Donc : les valeurs prises par la variable aléatoire X sont : 0, 1, 2 et 3
la loi de probabilité de X :
327
X = = — = —
PX=00= 195 = 135
2t .32 54
X = ]_ = = —
P ) =399 T 1%
22.3! 36
X=2)=3 =—
P ) =399 T 1%
23 8
X = 3 = —= —
P =3)= 195 = 125
X =z 0 1 2 3
54 36 8
PX=uz)| & | — | — | —
X =2 | 15 | 795 | 125 | 125
P(X=0+P(X=1)+P(X=2)+P(X =3)=1]
\
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Exercice 5 : ( 8 pts )

PARTIE T

Soit ¢ la fonction numérique définie sur |0; +oo] par : g(z) =1 —z + zlnzx.
0,5 pt 1 - a) Montrons que ¢’(x) = Inx pour tout x de ]0; +o0|.
ona:

J@)=1—z+zhnz) =—-14+2"Inz+ z(lnz)

1
=—1l4+lhnhezt+arx—=—1+naex+1=Inzx
x

’Donc : Vz €]0;+oo] ; g () =Inx ‘

0,5 pt b) Montrons que la fonction g est décroissante sur ]0; 1] et croissante sur [1;
le signe de ¢’(x) c’est le signe de Inz |

et puisque Vz €]0;1]; Inxz <0; Alors Vz €]0;1];  ¢'(z) <0

’ Donc g est décroissante sur ]0; 1] ‘

et puisque Vz € [1;+00[; Inxz >0; Alors Yz € [1;4+00[; ¢'(x)>0

’ Donc g croissante sur [1; 4o00] . ‘

0,75 pt 2 - Calculons ¢(1) et déduisons que g(z) > 0 pour tout = de |0; +o0].
oona: g1)=1-1+41xlnl=1—-141%x0=0

et puisque g admet un minimum au 1; Alors Va €]0;+00[; g(z) > g(1)
’ Donc : Vz €]0;+00[; g(x) > 0. ‘

PARTIE 11

On considére la fonction numérique f définie sur |0; +oo| par :

f($):3_i_21n33

2 T
et soit (C') la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O, 1,) )

(unité lem ).

0,75 pt 1 - Montrons que lin%) f(z) = —o0 et interpréter géométriquement ce résultat.
r—

x>0
322 —1—2zlnzx

(pour calculer lim f(x); remarque que f(z) = pour tout = de |0; +00]).

x—0 x2
x>0
e Ona: . . 1 2Inx
| = - —
I =M
x>0 x>0
o 322 —1—2zlnzx
= lim 3 = —00
x—0 xr
x>0
. 9 . .1
(Car: lim32z°—1=—-1 et limzlnx=0 et lim— =+o0)
x—0 x—0 z—0 X

po=av) po=avy

. Interprétgtign géométrique :

la droite d’équation z = 0 est asymptote verticale a la courbe (C) .
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2 - Montrons que lim f(x) = 3 et déduisons la branche infinie de la courbe (C') au voisinage

r——+00
0,75 pt de +oo
: 1 21
* Ona: lim f(z) = lim 3—— — 0T 3
TrT——+00 T——+00 €T €T
1 1
(Car: lim — =0 et limﬂ:())
T—+00 I r—+oo I
e Interprétation géométrique :
la droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale & la courbe (C') au voisinage de 400
oy 29(x) _
0,75 pt 3 - a) Montrons que f (z) = ——~ pour tout z de ]0; +-o0l.
x ,
On a: / 1 21n:13>
= (3— = —
f@) = (35
2z (Inz)'z — (Inz)z
Tt x?
2 (1—Inx)
s x?
2 2—2lnzx
23 a2
_2—2z+2xlnz
= p-
21—z +xlna)
_ 2g(x)
==
/ 2
Donc : Vz €]0;+00[; . f (z) = g(;c)
7
0,25 pt b) Interprétation géométrique du résultat f (1) = 0.
On a :
: 29(1)
=200
et comme f(1) =2,
Donc : (Cy) admet une tangente horizontale (7') au point (1,2) .
0,5 pt c) Montrons que la fonction f est croissante sur ]0; +ool.
' 2g(z)
Ona: Vzel0;+oo[; . f(z)= 5
Soit # de ]0;4+o00[ , on a 23 >0 .
et d’apres la question 2) partie I, on a : Va €]0;400[; g(z) > 0.
Donc Vz €]0;4o00[; f(z)>0.
‘ Donc : la fonction f est croissante sur ]0; +00] . ‘
.
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0,75 pt 4 - Construisons, dans le repére (O, ;,7), la courbe (C).
(On admettra que la courbe (C') possede deux point d’inflexion tels que 1 est I’abscisse de
I'un de ces deux points et I'abscisse de ’autre est comprise entre 2 et 2,5 et on prendra
f(0,3)=0)
. (y=3)
(C) (T) (C)
| (
[ 1
-7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7
=]
-3
|
—4
¢ 21
0,5 pt 5 - a) Montrons que : / R dr = 1.
x
1
Ona:
e e
21 1
/ nxdx: / —Inx dx
1 7 1 r
e ’
= 2/ (Inz) Inz dz
1
_ 2 €
= [In (x)]l
= In?(e) — In?(1)
=1
€21
Donc : / d de =1
.z
0,75 pt b) Calculons, en cm?, I'aire du domaine plan délimité par la courbe (C), I'axe des abscisses
et les deux droites d’équations x =1 et x = e.
Soit A laire du domaine plan limité par la courbe (C'), 'axe des abscisses et les droites
d’équations r =1 et x =e.
e
On sait que A = / |f(z)|dz x w.a . Comme f est croissante sur |0, +oo[
1
Pomcst =T <7alors =< =1
Donc 0 <2 < f(x), car f(1) =2
\
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e
f(z)dx x 12em?
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Alors : A

Donc Vz € [1,eJon a f(z) >0 et
1

2lnx

Donc A = é (3e? +1—5e).cm

6 - Soit A la fonction numérique défini

a) Montrons que la fonction h est
e Montrons que la fonction A
On a D, = R* , donc pour t

Soit £ de R* . On a : h(

Alors h(—z) = h(x) pour tout x de D, . ’Donc la fonction h est paire

= f(x) pour tout x de |0

e Montrons que h(z)
Soit z de |0

;oo :

;+oo[, on a: B 1 In(2?)

Car : Vz E]O +oo[

ﬁ)onc h(x

b) Construisons, dans le méme repere (O, ? ,;), la courbe (C") représentant la fonction h.

Ona: h(z) =

) =2In(z) .
() pour tout x de |0; 400 ‘

;=2 et In(zx

f(z) pour tout x de ]0; +oo[ , donc la courbe (C”) c¢’est la courbe (C') sur

]0; +00[ . et comme la fonction h est paire , alors sa courbe représentative est symétrique

par rapport a ’axe des ordonnées

. (voir le figure)
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