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Exercice 1 : (3 pts)

1 -

Soit le plan (P) passant par le point A et & =i+ j — k est vecteur normal & (P).
Montrer que : z +y — z — 3 = 0 est une équation cartésienne du plan (P).
% 1¢¢ Méthode :
On a le vecteur % = i+ j— k est un vecteur normal au plan (P) passant par le point A(2,1,0).
Dot M(z;y;2) € (P) <= AM.ii =0
T —2 1
— |(y—1|-| 1 ]=0
z—0 -1
—1Ix(z—2)+1x(y—1)+(-1)xz=0
Sr—24+y—1—2=0

=Szr+y—z—3=0
Donc: x+y—2z—3 =0 est une équation cartésienne du pan (P).

x 28me Méthode :

Le vecteur %(1;1;—1) est un vecteur normal au plan (P).

donc une équation cartésienne du plan (P) est de la forme z +y—2+d =0

sachant que le point A(2;1;0) € (P) dou: x4 +y4 — 24 +d =0 par suite d = —3

Donc : x+y—2z—3 =0 est une équation cartésienne du pan (P).

Soit (5) I’ensemble des points M de I’espace qui vérifie la relation : MAMB =0

Montrons que (S5) est une sphére de centre Q(—1;1;0) et de rayon 3
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Ona: MAMB=0 <> AM.BM =0

T —2 r+4
= |ly—-1|-ly—1|[=0

z—0 z—0
= -2 (z+4)+@y—Ly—1)+22=0
=242 -8+ (y—1)2+22=0

=2 4+22+1-9+(y—1)2+22=0
—,—/
(x+1)2
= (r+1)2+(y—12+(2—-02=9=232

Donc : la sphere (S) a pour centre le point €(—1;1;0) et de rayon R =3

3-a)

b)

Calculer la distance du point Q au plan (P) et en déduire que le plan (P)
coupe la sphére (5) suivant un cercle (C)

« Calculer d(Q, (P)) :

_ |to +yq — 20 —3] [Ix(=1)+1x14(=1)x0—3|
Ona: d(f(P) = VET L2+ (12 V12 R 12+ (—1)2 =3
Donc : d(Q,(P)) =3

* Déduire que le plan (P) coupe la sphere (.S) selon un cercle :

Puisque le rayon du sphére est R = 3 et on a : d(Q, (P)) = v/3 < 3 d’ou le plan (P)
coupe la sphere () selon un cercle (C).

Montrer que le centre du cercle (C') est le point H(0;2;—1)

On a le centre du cercle (C) est la projection orthogonale de 2 centre de la sphere (5)
sur le plan (P) ou bien l'intersection du plan (P) et la droite (A) passant par le centre
) et orthogonale au plan (P) Donc :

e La droite (A) est orthogonale au plan (P).

e Le vecteur 4 (1;1; —1) est un vecteur normal du plan (P).

Donc : 4 (1;1;—1) est un vecteur directeur de la droite (A) et on a Q(—1,1,0) € (A)

Par conséquence une représentation paramétrique de le droite (A) est :

T = —1l+1lxt=—1+¢
(A):q vy = 1+1xt=1+t ; (teR)
z = 04 (=1) xt=—t

On détermine les coordonnées de H point d’intersection de la droite (A) et du plan (P).
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M e (P)
M(z;y;2) € (P)N(A) <=
M e (A)
r+y—2—3=0
rz = —1+¢
<~
y = 1+t
z = —t
(14t +(Q+t)—(—t)—3=0
r = —14+1t
—
y = 1+t
z = —
3t—3=0
r = —1+4t
<~
y = 1+t
L z = —t
z = —14+1=0
Dou: t=1et y = 14+1=2
z = —1=-1
Donc : I'intersection de le droite (A) et le plan (P) est le point H(0;2;—1)
Alors le centre de cercle (C') est le point H(0;2;—1)
0.75 pt 4 - Montrer que : OHMNOB =i+ 47 + 8%, en déduire la surface du triangle OHB

+x Montrer que:O—ﬁ/\aE}:z?—&—éLf—i—S%
0 —4
Ona:OH 2 et OB 1

1 0
0 4
Dow: OHAOB =12 |r]| 1
-1 0
2 1], 0 —4|. |0 —4l.
e 7 — ]+
-1 0 -1 0 2 1
=i+47+ 8k

Donc: OHAOB = Z+4f+8%
* En déduire Sy p la surface du triangle OHB

La surface est donnée par la formule suivante :
1 - - 1. - = 1 1
Sonp = 3 X |OH A OB|| = §||z' + 45+ 8k|| = 5\/12 +42 482 = 5\/81

Donc : Sppp = g u.a (Unité d’aire)
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Exercice 2 : (3 pts)
PARTIE T
On considere le nombre complexe a tel que : a = 2 + V2 +iv2
0.5 pt 1 - Montrer que le module de a est 2v/2 + /2
Ona: |a] = ‘2+\/§+i\/§|
= \/<2 V22 V2
— (4 +4v2+2) 12
= V8+4v2
=1/4(2+v?2)
=2V2+2
Donc : |a| =22+ V2
i e ™ 4 9 sin (T
0.25 pt 2 - Vérifier que : af2(1+cos(4>>+2131n(4)
= N SRR > W
Ona: 2 (1 + cos <Z>) + 2isin <Z> =2 (1 + 7) +2@7
=2+ V2+iV2
=a
0.25 pt 3 - a) Par la linéarisation de cos? § tel que 6 est un nombre réel, montrer que :
1+ cos20 = 2cos? 0
D’apres la Formule d’Euler, on a :
i0 | L—i0\ 2
9 _(e7 +e
cos*f = (42 )
1 . D, 3 )
_ ((eze>2 + 26106719 + (6719>2)
= (€210 4 261010 4 —2i0)
:1 <82i9 _|_e—2i9 _|_2eo)
4 — e’
2 cos (20)
= —(2cos(20) + 2)
of (cos(20) 4+ 1)
Donc : cos?f = % (cos (20) +1). Alors : 1 + cos (26) = 2 cos? §
ca—=4dcos2 (T cos [ F sin (T
0.5 pt b) Montrer que : a = 4 cos <8>+4ZCOb<8>bm<8>
( On rappelle que : sin (20) = 2 cos #sin 6)
™ LT
Ona a =2 (1 + cos (Z)) + 2¢sin <Z)
=2 (1 + cos 7<T2 X g)) + 2isin7r(2 X 78T>7r
_ 2 - . . - _
=2 <2c0s7r(8>> + 24 gTZSm (872 cos (8))
_ 2 (T fain [ Z
=4 cos <8> + 4isin <8) cos (8)
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Donc : a = 4 cos? (f) + 44 cos <E> sin (E)
8 8 8
0.5 pt c¢) Montrer que : 4 cos (g) (cos (g) + 7 sin (g)) est la forme trigonométrique du nombre
a puis montrer que : a* = ( \@) )
v ™ . Ly
* Montrer que : 4 cos (§> (COS ( ) + ¢ sin <§>) est la forme trigonométrique du nombre a
—_ 2
Ona a =4cos (7T8) +4Z(;;)s( )sm( )
:4c0s7g8)7[cos (g) +z;1n(8)} 7T
D’autre part : 077< =< §7rdonc cos (781.) >0 d’ou : |a| = 4cos (g)
Donc : 4cos (g) (cos <§) + zsm£8)> est la forme trigonométrique du nombre a.
* montrer que : at = (2 2—|—\/§ )
™ ™ .. (T
Ona.a:4cos (g) (COS (g)—i—zsm (g)) _
D’apres les questions précédentes on a : |a| = 2v/2 4+ v/2 et |a| = 4 cos (g)
Donc : 22+ V2 4005(8)>0
1~ (deos (™) Teos (T +isin (F))*
= (aen (D) () < ()
T ™ . ™
= (4cos (8))4 [cos (4 X g) + isin (4 X gﬂ
T ™ LT
— (son()'fox(3) + 50 (3)]
T .
= (4 cos (§>) 1= (i 2—|—\/§) 7
Donc a4:(2 2+\/§> 7
PARrTIE 1T
Dans le plan complexe rapporté a un repeére orthonormé direct (O, 4, ¥), on consideére les points €2
et A d’affixes respectives w et a tel que : w = V2 et a=2++2+1iv2 et la rotation R de centre
T
et d’angle —.
2
0.5 pt 1 - Montrer que ’affixe b du point B I’image du point A par la rotation R est égale a 2i
L’écriture complexe de la rotation R est de la forme : 2/ —w = (z — w) '’
Dot : 2 —vV2= (z—\/i)ez%
T L. T
Donc : 2/ — /2 = (z— \/§> X <cos <§> + ¢sin <§>>
2 = (z—\/ﬁ) Xi+/2; (car: cos(%) =0 et sin(g) = 1)
Y =iz —i/2+ V2
D’ou : L’écriture complexe de la rotation R est 2’ = iz — ivV2+ 2
On pose que le point B d’affixe b’ est I'image du point A par la rotation R.
On prouve que b’ =b = 2i
R(A)=B <=V =ia—iV2+2
=V =i(2+V2+iv2) —iv2+ V2
= b =2i4+iV2—V2—ivV2+ V2
b =2
Dou:b' =b=2i
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0.5 pt 2 - Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z qui vérifie |z — 2i| = 2
Ona: [z—2i|=2 < |z2—b=2
< BM =2
D’oti : I'ensemble des points M d’affixe z qui vérifie |z — 2i| = 2 est le cercle de centre le point
B et de rayon 2.
Exercice 3 : (3 pts)
2 pt 1 - On considere ’expérience suivante : On tire au hasard et simultanément trois de
boules de 'urne U,
Soient les événements suivants :
& A:” On obtient une seule boule rouge et deux boules vertes ”
& B :” On obtient trois boules de méme couleur ”
Montrer que : p(A) = % et p(B) = %
* Montrons que : p(A) = %
e On calcule Card) : ( le nombre des tirages possible)
Tirer simultanément trois boules parmi les sept boules de I'urne U; présente une combinaison
de 3 parmi 7
D’ou le nombres de tirages possibles est : CardQ = C2 = g—? = ;i% =35
e On calcule CardA : ( le nombre des tirages qui réalisent U'événement A)
L’événement A : 7 On obtient une seule boule rouge et deux boules vertes ”
Tirées une boules rouges parmi 4 boules rouges de I'urne U, il se fait par C'} = 4 facons différentes ;
Tirées deux boules vertes parmi 3 boules vertes de I'urne U, il se fait par C5 = 3 facons différentes.
Donc le nombre de tirages qui réalise 'événement A est : C} x C3 =4 x 3 =12
Done s card A = féréf : 20112>< C2 4x3 12
Alors : p(A) = cardQ 4073 N 35 35
* Montrons que : p(B) = %
On calcule CardB : ( le nombre des tirages qui réalisent 1’événement B)
L’événement B : ” On obtient trois boules de méme couleur ”
ou encoure ’événement B est ” les 3 boules tirées sont vertes ou les 3 boules tirées sont rouges ”
Les 3 boules tirées simultanément sont vertes parmi 3 boules vertes de 'urne U; on a : C3 =1
Les 3 boules tirées simultanément sont rouges parmi 4 boules rouges de 'urne U; on a : C3 = 4
D’ou: cardB :CSEJ-BC:‘ 231:—043: 5 - - X
Donc: p(B) = cardQ 3073 t= 35 35 7
1 pt 2 - On considére ’expérience suivante : On tire au hasard et simultanément deux boules de
'urne U; puis on tire une boule de 'urne Us,.
Soit 1’événement C': ” On obtient trois boules rouges ”. Montrer que : p(C) = 35
* On calcule card€) ( car on a une autre expérience )
e On tire simultanément deux boules parmi 7 boules de I'urne U, il se fait par C2 = 21 fagons différentes.
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e On tire une boule de I'urne U, il se fait par C2 = 5 facons différentes.

Donc :  cardQ’ = C2 x C3 =21 x5 =105

% On calcule cardC : ( le nombre des tirages qui réalisent 1'événement C)

Soit I’évenement C : 7 On obtient trois boules rouges ” ou encoure ” on tire simultanément deux boules
rouges de I'urne U; et une boule rouge de 'urne U, ”

e On tire simultanément deux boules rouges parmi 4 boules rouges de l'urne U, il se fait par C? = 6
facons différentes.

e On tire une boule rouge parmi 3 boules rouges de 'urne U, il se fait par Ci = 3 fagons différentes.
cardC _C’ZXC% _6x3 6

Donc : p(C) = = 35
onc: p(C) cardY — C2 x Ci 105 35

Exercice 4 : (11 pts)

PARTIE T

1
On consideére la fonction numérique f définie par : f(z) = —————
z(1—1Inx)
1 - Montrer que : D; = ]0,e[U ]e, +-00]
Ona: €Dy <= (x>0 et z(l—Inz)+#0)
x>0 e x#0 e 1—Inx#0
< x>0 et Inz#lne
x>0 e z+e

< z €]0,e[U]e,+00[
Donc :  Dj=10,e[U e, +o0]
2 - a) Calculer : lim f(z) et lim f(z) puis interpréter géométriquement ces deux résultats
r—et T—e

x Calculer : lim f(z) et lim f(z)
—et r—e

On détermfne le signe de 1 — Inz
Ona: 1—-Inz>0 < 1>Inz z 0 € +00
<= Ilne>Inx
1—Inx + 0 -
<e>x
1
e lim f(z)= lim —————— =—oocar lim 1 —Inz =0 et lim z=e
z—et z—et :13(1 —1In (ﬂ) z—et z—et
1
e lim f(z)= lim ———— =+4oocar lim 1 —lnz=0"et lim z=¢
z—e— T—e— ;13(1 —In aj) T—e— Te—

* Interpréter géométriquement ces deux résultats :
Ona: lim f(z) =—ooet lim f(x) =40
r—et T—e”
D’ott la droite (D) d’équation z = e est une asymptote verticale a C.
b) Calculer : 1i1+n f(z), puis en déduire que la courbe (C;) admet une asymptote au voisi-
xr—r+00
nage de +oco dont on déterminera sa direction.

* Calculer IBIJPOO f(z) 1
Jm @) =t gy T Jim 1—Inz=—oc
Dot : lir+n flz)=0

T—r+00

* Interpréter géométriquement ce résultat :
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Ona lim f(z)=0
r—+00
D’ott la courbe (C;) admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 au voisinage de +o00
0,5 pt c) Montrer que li%1+ f(z) = +o00 puis interpréter géométriquement ce résultat
T—r
* Montrer que lim f(z) = 400
z—07*
lim f(z) = lim ————— = lim ————— = 4oo car lim zlnz =0 et lim —xzlnz = 07 et
-0+ =0t (1l —Inz) w0tz —zxlnz z—0* z—0*
lim x = 0"
z—0"
* Interpréter géométriquement ce résultat :
On a lim f(z) = +o0
z—0*
D’ott la courbe (C}) admet une asymptote verticale d’équation z = 0
0,75 pt | 3-a) Mont () In tout = de D
- a ontrer que : f'(r) = —————— pour tout = de
P q 22(1 —1Inx)2 P !

On a la fonction fest dérivable sur D car elle est le produit et quotient de plusieurs fonctions

dérivables sur D ¥

/ _ 1 ’
Ona: f'(x)= (x(l—lnm))
—(z(1 —Inxz))’
(z(1 —Inxz))?
l—Inz+azx(—1)

T

(x&l —1Inx))?

- —Inz B Inx
 22(1—Inz)?2  22(1 —Inz)?
, Inz
Donc :  f’(r) = —————— pour tout = de D,

e sur |0, 1] et croissante sur [1, e[ et sur |e, +00|

done f/(x) <0 d’ou f est strictement décrois-

oo[ donc f’(z) > 0 sur chacun des intervalles

nte sur chacun des intervalles [1, e[ et ]e, +-o00].

nction f sur D;

représentative de g dans un repere orthonormé (O,
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_9 |
—31
4L
0,5 pt 1 - a) Déterminer graphiquement le nombre des solutions de I’équation suivante :
(E): g(x)=0; z €]0;+00]
On cherche l'intersection de la courbe (Cg) avec I’axe des abscisses, graphiquement le nombre
des points d’intersection est 2.
Donc : I'équation (E) a deux solutions.
0,5 pt b) On donne le tableau des valeurs suivantes :
x |21 | 22 | 23| 24
g(x) | -0,14 | -0,02 | 0,12 | 0,28
Montrer que I’équation (EF) admet une solution « tel que : 2,2 < a < 2,3
e Graphiquement la fonction g est continue sur l'intervalle [2,2;2, 3].
e D’apres le tableau : ¢(2,2) x ¢(2,3) = —0,02 x 0,12 < 0.
e En appliquant le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe un réel o de ]2,2;2, 3[ tel
que : g(a) =0
Donc : D’équation (E) admet une solution « tel que : 2,2 < o < 2,3
0,25 pt | 2- a) Vérifier que : f(z) —z = O pour tout r de D,
z(1—1Inx) :
https://steinmath.com 9/13 Option PC & SVT
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b)

1
Ona: f(z)—z= 20—Tnz)
1—2*(1—Inx)
~ z(1—Inx)
_ 9=
~ z(1—1Inx)
Donc :  f(x) —z = x(lgixl)nx) pour tout x de D

Montrer que la droite (A) d’équation y = = coupe la courbe (Cy) en deux points
d’abscisses respectives 1 et a.
On étudie I'intersection de la courbe (C f) et la droite d’équation y = z, pour cela on résout
I'équation : f(x) = x pour tout x € D,

(VwEDf); flz)=2 <= f(z)—x=0

g(x)
A z(1—1Inx)
<= g(x)=0

Graphiquement on a deux solutions et d’apres ce qui précede g(a) =0 et g(1) = 0.

Donc :  La droite (A) d’équation : y = x coupe la courbe (C}) en deux points respectives
d’abscisses 1 et a.

A partir de la courbe (C,), déterminer le signe de g sur [1;a] et montrer que
f(z) —2z <0 pour tout z de [1; ]

« Déterminer le signe de g sur [1;a] :

Sur I'intervalle [1;a] : on a la courbe (C,) est au-dessous de I'axe des abscisses, d’ot1 g(z) <0
pour tout = € [1; o

« Montrer que f(z) —x < 0 pour tout x de [1; ]

1
Sur lintervalle [1;a] on a g(xz) < 0 et f(z) = T0—TInz) > 1 > 0 ( d’apres tableau de
z(l—Inx
variations de la fonction fsur [1;e[) et on a: [1;a] C [1;¢€]
f(x)>0
g) _ 1

dou: f(z) —x = xg(x) <0 pour tout = de [1; ]

r(l1—Inz) 2(1 —Inx)

3 - Construire dans le méme repére (O;’f; f) la courbe (C}) et la droite (A)
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5 ]
4 1
3 1
21\ ey
1 .
. —_—
-4 -3 =2 -1 1 2 3 4 7 8 9 10
11
—9
ve 1
a) Montrer que : / ——————dr=1In2
. z(l—Inx)

8=

( remarquer que

On a:

Ve 1 Ve
| st = e
. z(l—Inzx) 1\[1—1111‘
e 1 /
_/ U)o

(1 —lnx)

[ln 11— 1I1£L‘|:|

((mu—m\ﬂ)— (lnl—ln1|)>; <ln|1—ln\/é|:ln1—;lne|>
2( ( )=t s (i (;) = —n2)

Ve 1
Donc:/ ———dx=1In2
L x(l—=Inzx)

b) Calculer en cm? l’aire du domaine plan délimité par la courbe (C) et la droite

= tout = de D
z(l—Inz) 1—Inzx pour tout z de Dy)

8] =

—

(A) et les droites d’équations z =1 et x = /e

https://steinmath.com 11/13 Option PC & SVT
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ve -
A = / |f(x) —x|dr | xu.a avec w.a=|i| x |j] =4 cm?
1
Ve
= / (z — f(x) dz | x 4em® (Car (C}) est au-dessous de (A) sur [1;+/¢])
1
Ve 1 )
=4 —— |d
/1 (a: x(l—lnaz)) vem
Ve Ve 1
=4 x dr — / dz | em?
| . z(l—Inx)
Ve Ve 1
=4 x dx — 4/ dx cm?
| . z(l—Inz)
1 Ve
=4 [:1:2} —41In2 cm?
1
=2 (Ve —12) —4In2 cm?
= —4In2+2e — 2 cm?
Donc: A= —4In2+2e—2cm?
PARTIE IIT
On considere la suite (u,,) définie par : uy = 2 et u, 1 = f(u,,) pour tout n de N
0,5 pt 1 - Montrer par récurrence que : 1 <u, <a (1) pour tout n de N
e On vérifie que la relation est vraie pour n =0
Ona: 1<uy;=2<a (avec:2,2<a<2,3)dou la relation (1) est vrais pour n =0
e On suppose que la relation (1) est vraie pour n (hypothése se récurrence)
e On montre que la relation (1) est vraie pour n+ 1 c-a-d : 1 <u,,; <«
D’apres ’hypothése de récurrence on a : 1 <wu,, < «
Donc:1<u, <a = f(1) <u, < f(a) (car la fonction f est croissante sur [1;«])
—1<u,; <a
D’ou : la relation est vraie pour n + 1
Donc : 1 <w,, < o pour tout n de N
0,5 pt 2 - Montrer que la suite (u,) est décroissante.
(On pourra utiliser le résultat de la question /7.2.c)
Pour cela on montre que : u,,,; < u, pour tout n de N (ou encoure : u, ; —u, <0)
Soit n de N, on pose : x = u,, et on a u,, € [1;a] car 1 <wu, <«
D’apres le résultat de la question I1.2.c on a : f(x) — 2z < 0 pour tout z de [1; ]
Donc : f(z) < x pour tout x de [1; ]
Dou: ze€lljo = f(x)<=z
= flu,) <u,
= unJrl g Up,
Donc : la suite (u,,) est décroissante.
0,75 pt 3 - En déduire que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.
https://steinmath.com 12/13 Option PC & SVT
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* En déduire que la suite (u,,) est convergente :

On a:

e La suite (u,,) est décroissante;

e La suite (u,,) est minorée par 1.

Donc la suite (u,,) est convergente.

* On détermine sa limite [ :

e La fonction f est continue sur I = [1;a] et f(I) = f([1;¢]) = [f(1); f(a)] = [1;0] C [1; 0]
e Onauy,=2E¢€ [l;a]

e La suite (u,,) est convergente vers [ avec [ € R

Donc [ est solution de ’équation : f(z) =«

Ona f(r)=zx<=zr=1louzx =«

comme (u,,) est décroissante pour tout n de N, d’out : u,, < uy c-a-d : u,, <2
Donc:1<2

Alors : 1 =1
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