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Exercice 1 : (3 pts)
On considere, dans L’espace rapporté a un repere orthonormé direct (O,; ,;, E’) les points
A(0,0,1), B(1,1,1) et C(2,1,2) et la sphere (S) de centre Q(1,—1,0) et de rayon /3.

1- e Montrons que z? + 3% + 22 — 22 + 2y — 1 = 0 est une équation cartésienne de la sphere
On a (S) est une sphere du centre Q et de rayon R = /3 et soit M(z,y, z) appartient &
la sphere (5) alors :

OM = R & QM? = R?
& (1 =@0)? + (y—yo)? + (. —20)? = V3
S@—1)2+y+1)2+(2—02=3
S22+ 1+ +2+1+22-3=0
24P +22 224+ 29+14+1-3=0
S2 4yt 422 —204+2y—1=0

Donc : |22 4+ y? + 22 — 22 + 2y — 1 = 0 est une équation cartésienne de la sphere (S)

e Vérifions que le point A appartient a la spheére ().
On a:

QA= /(14— 1)+ (ya —¥a)? + (24 — 20)°
= V(0—1)2+ (0= (—1))% + (1 — 0)2
Y
V3

Donc QA =R | D’ou A € (S5) ‘

2 - a) e Montrons queﬁ/\AC’ —i—j—k
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Ona: E(wB—xA;yB—yA;zB—zA) donc AB (1—0;1—0;1— 1) d’ou ﬁ(l, 1,0)
Et On a E(mc—xA;yc—yA; zo— 24 ) donc A_5(2—0; 1-0;2—1) d’on E(?, 1,1)
Donc : AB ANAC = ! 1?— ! 27+1 B
0 1 0 1 11
=(Ix1x0)i —(1x1—=2x0)j +(1xx1—2x1)k
=i —j —k
D’ou : E/\ﬁzf—f—%
e Déduisons que z —y — z + 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC)).
Ona: AB AAC est un vecteur normale au plan (ABC)
Donc: (ABC):x—y—2+d=0
Et puisque A € (ABC) donc x4 —yy —24 +d =0
Dou0—-0—-1+d=0doncd=1
Finalement ‘ x —y—z+ 1 =0 est une équation cartésienne du plan (ABC) ‘
0.75 pt b) e Calculons d(Q2,(ABC)) Ona (ABC):z—y—z+1=0et Q(1,—1,0) donc :
d(Q, (ABC)) = 2o — Yo — 20 +1]
V124 (=1)2 + (—1)2
1= (=1)—=0+1]
V3
3
B
=3
Donc : d(Q, (ABC)) = /3
e Déduisons que le plan (ABC') est tangent & la sphere (S) en A.
On a : d(Q, (ABC)) = v/3 = R et puisque A € (ABC) et A € (S)
’Donc le plan (ABC) est tangent & la sphere (S) en A‘
3 - Soit (A) la droite passant par le point Q et perpendiculaire au plan (ABC).
r=1+1
0.25 pt a) Démontrer que ¢ y=—1—t /(t € R) est une représentation paramétrique de la
z=—t
droite (A) .
Soit M(z,y,z) € (A) on a: Q € (A) Et puisque la droite (A) est perpendiculaire
au plan (ABC) alors AB A AC est un vecteur directeur a la droite (A) Par suite
QM =t.AB NAC avect € R
r—1=1¢
Donc: < y+1=—t /(teR)
z2—0=—1
https://steinmath.com 2/14 Option PC & SVT
. than yesterday, tomorrow better than today )



https://steinmath.com

Session : RATTRAPAGE 2013

r=1+t¢
Dou (A) : $ y=—1—t /(t €R) est une représentation paramétrique de ladroite (A)
z=—1
0.5 pt b) Déduisons les coordonnées des deux points d’intersections de la droite (A) et la sphere
(5)
Comme la droite (A) passante par € alors d(£2, (A)) =0
D’ou la droite (A) coupe la sphere (S) en deux points
Ona Ae (A)et Ae (S5) donc A est un point d’intersection de (A) et (5)
Déterminons H (x, Yy, ) le deuxiéme point d’intersection de (A) et (.5)
rp=1+1
yg=—1-—1
zg = —t
(xg =1+ (yg +1)* + (25— 0)* =3 =0
T =1+t
Donc yp=—1-1
zg = —t
(1+t—1)2+(—1—t+1)>+(=t)2—3=0
rgp=1+1t
D’ou yp=—1=t
Zg = —t
P 4+t2+1*—3=0
rp=1+1%
Donc < yu=—1-1
zg = —t
| 32 —1)=0
Typ=1+1
Donc yp = 1=t
zg = —t
t=1lout=-—1
rgp=1+1
On prend t =1 Donc: § yy,=—-1—1
zg=—1
Ty =2
Donc : ¢ yy=—-2
zg=—1
‘Finalement A et H(2,—2,—1) sont les points d’intersection de (A) et () ‘
Exercice 2 : (3 pts)
0.75 pt 1 - Résolvons dans I’ensemble des nombres complexes C, I’équation : 22 — 8z + 25 = 0
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Ona A = (—8)2 —4 x 25 = 64 — 100 = —36

—(8) —ivV—-A 8—1’\/%:4_%
2

Comme A < 0 alors z; = 5 —

Et 22:51:4+37:
Donc : § = {4 — 3i;4 + 33} |

2 - On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, i, v), les points A, B et
C d’affixes respectives a,b et c tels que : a = 4+3:¢ , b = 4—3i et ¢ = 10+ 3i et la translation
T de vecteur BC.

a) Montrons que l'affixe du point D,l’ image du point A par la translation 7T"est d = 10+ 9i.
Soit D d’affixe d I'image du point A par la translation T’
Donc : AD = BC
Dot af f(AD) = af f(BC)
Donc:d—a=(c—b)
Donc:d=(c—b)+a
Alors :d =10+4+3i — (4 —3i) + 4+ 3i
Donc:d=10+3i —4+3t+4+ 3
Donc : d =10+ 3¢

‘ Donc laffixe du point D image du point A par la translation T est d = 10 + 93

L. b—a 1 :
b) e Vérifions que F —5(1 +1)
On a:
b—a  4—3i—(4+30)
d—a 10+ 9i— (4 + 3i)
 4-3i—4-3i
10+ 9i—4—3i
6
- 6+6i
N 2
T o1+
i(1— 1)
C(T4+0)(1—1)
144)
S TErr
——5(1+z)
Donc : _Z:—%(l—i—i)

, 1
e Fcrivons le nombre complexe —5(1 + i) sous une forme trigonométrique

1 1 1 2
On a | =5 (1 +1) :§|1+¢|:§m:7.
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Donc

2\ 2 B
V2 V2 V2
- T T !

1 2
Donc : —5(1 +1i) = \2[ (cos (2F) +isin (5F))
0.5 pt c) Montrons que : (AD ,AB ) = %[2%]
On a:
(AD ,AB ) =arg <%> [27]
= aryg (2 (COS (57%) + isin ())) [27]
= %[277]
—_——— 57-(-
Donc : (AD ,AB ) = Z[QT(]
Exercice 3 : (3 pts)
s . - o 1 4
On considere la suite numérique (u,,) définie par : uy =2 et u, | = =Un + £ pour tout n de N
1
0,5 pt 1 - Vérifions que : u,,,; —1 = E (u,, — 1) pour tout n de N.
Soit n € IN .
On a:
1 4
1 1
= —U —_
5" 5
1
1
Donc : (Vne]N);unH—lzg(un—l)
0,5 pt 2 - a) Montrons par récurrence que u, > 1 pour tout n de IN.
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Pourn=0onau;=2et2>1douwu;>1

Donc la proposition est vraie pour n =0

Supposons que u,, > 1 pour n fixé de IN et montrons que u,, . ; > 1 c’est-a-dire montrons

que : u, ;1 —1>0

On a d’apres la question 1) v, ,; —1 == (u, — 1)

Et puisque u,, > 1 alors u,, —1 >0

D’ou %(un —1)>0donc u,,; —1>0dotuwu, ; >1

D’apres le raisonnement par récurrence on a w,, > 1 pour tout n de IN.
b) Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

Soit n € IN .

Ona:

Et puisque u,, — 1 > 0 pour tout n de IN donc 1 —wu,, <0

Dou (VneN); u,,, —u, <0

‘Donc la suite (u,,) est décroissante. ‘

c) Déduisons que la suite (u,,) est convergente.

Comme la suite (u,,) est décroissante et aussi minorée par 1 ((Vn € IN);u,, > 1)

‘Alors la suite (u,,) est convergente. ‘

3 - Soit (v,,) la suite numérique telle que : v,, = u,,-1 pour tout n de IN.

a) e Montrons que (v,,) est une suite géométrique de raison —
1
Vn € IN) ona:vnH:unH—l:g(un
1

== —’Un
5

— 1) (question 1)

Donc Vn € IN); v, 4

1
Donc (v,,) est une suite géométrique de raison ¢ = H

e Exprimons v,, en fonction de n

1 n
(Vn € IN) vn:v0><q”_0:<g> carvg=uy,—1=2—-1=1

1 n
Donc (Vn e N) v, = <g>

1 n
b) e Déduisons que u,, = <5> + 1 pour tout n de N
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1 n
On sait que : v,, = u,,-1 pour tout n de N d’ott w,, = v,, + 1 et comme v,, = (5)

1 n
Donc : u,, = (5) +1

e Calculons la limite de la suite (u ).

’Donc : es valeurs prises par la variable aléatoire X sont : 0, 1, 2 et 3

1 pt b) Montrons que P(X = 2) = % et P(X=1)= ;—2
.steinmaths.com 7/14 Option PC & SVT
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e Calculons P(X = 2)
On sait que : (X =2) : (N, N, N) donc card(X =2) = C2 x C} =18
card(X=2) 18 3
Donc: P(X =2) = = =2/ _ 2 _ 2
onc : P( )= —erd@ w1
e Calculons P(X =1)
(X=1):(N,N,N) donc card(X =1) = C} x C? = 45
card(X =1) 45 15
one : P( ) card(§2) 84 84
0.75 pt c) Déterminons la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
e Calculons P(X = 0)
On sait que : (X =0) : (N, N, N) donc card(X = 0) = C3 = 20
card(X=0) 20 5
D P X=0)=—"" — = — = —
one : P( 0) card(§2) 84 21
5
D P(X=0)=—
onc ( 0) 51
1
« PX=1)=2
28
3
P(X=2)=—
o | P( )=
e Calculons P(X = 0)
On sait que : (X =3) : (N,N,N) donc card(X =3)=C3s =1
card( X =3) 1
D : P X = = —¥a=— —
one : P( 3) card(2) 84
1
D P(X=3)=—
onc ( ) o
15 | 3 1
PX=xzx)|2| = | = | =
X =2) ot | 3% | 14 | ma
P(X=0)+PX=1)+P(X=2)+P(X=3)=1]
Probléme : (8 pts)
PARTIE T
On consideére la fonction g définie sur ]0; 4+o0| par : g(z) = 2? —x —Inx
0.25 pt 1 - a) Vérifions que 222 — 2 —1 = (22 + 1)(x — 1) pour tout = de R.

(VzeR)ona:22z+1)(z—1)=22> -2z +2—1=22>—2—1

Donc 222 —x — 1 = (22 + 1)(z — 1) pour tout = de R
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1 pt b) e Montrons que ¢'(x) = 23:2_7'%_1 pour tout = de l'intervalle 0, +oo[
On a u :— 22 — x est dérivable sur ]0, +-o00[ (restriction d’une fonction polynéme sur
10, +o0[)
Et v : x — Inz est dérivable sur ]0, +oo[ (fonction primitive de la fonction z — -
sur |0, 00| )
Donc g = u — v est dérivable sur ]0, 400 et on a :
(Vz €]0,+o0] ¢'(x) =u'(z) — v (2)
Doncg/(x):2x—1—%
Donc ¢'(z) = 2wl
x
Finalement : (Vz €]0,400] ¢'(z) = 23:2_;:_1
Déduisons que la fonction g est décroissante sur I'intervalle ]0, 1] et qu’elle est crois-
sante sur lintervalle [1, +oo.
On sait que le signe de ¢’ (x) sur ]0, +oo[ est le signe de 222 — x — 1
Etudions le signe de 222 — 2z — 1.
On a:
22— g —1=0e2z+1)(z—1)=0
& 2zx+1)=0o0u (z—1)=0
S x = —5 ou x=1
Donc :
x —00 —3 1 +00
252=2—1 + 0 - 0 +
D’apres tableau de signe en déduire que ¢’ (z) < 0 pour tout = de l'intervalle 0, 1] et
g’ (z) > 0 pour tout x de I'intervalle ]1, 4+o00[
‘ Donc g est décroissante sur |0, 1] et croissante sur lintervalle [1, +o0] ‘
0.5 pt 2 - Montrons que g(z) > 0 pour tout z de I'intervalle ]0, +o00[. (remarquer que g(1) =0 ).
Comme g est décroissante sur |0, 1] et croissante sur I'intervalle [1, +00]
Alors g admet une valeur minimale absolue en 1
https://steinmath.com 9/14 Option PC & SVT
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Donc : (Vz €]0,+00]) g(x) > g(1)
‘Donc : (Vz €]0,+00) g(z) > 0‘
PARTIE 1T
On consideére la fonction numérique f définie sur |0; +oo[ par : f(z) = 22 — 1 — (Inx)? et soit (C)
la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;7;7)( unité 1 cm).
0.5 pt 1- a) Montrons que lin% f(x) = —c0 et donner une interprétation géométrique de ce résultat.
T—
>0
Comme liHO1:172 —1=—-1;limlnz = —oc et lim — (Inz)? = —c0
x>0 x>0 x>0
Alors lim 22 — 1 — (Inz)? = —oo |donc : lim f(z) = —o0
r—0t r—0"
‘D’ofl (C) admet une asymptote verticale a droite de 0 d’équation z = 0
0.5 pt b) e Montrons que liI_El f(z) =400
T—+00
Ona:
. o 21 _ 2
A ) = g =S (o)
1 /lnz\?
= lim 22 (1—-2— (ﬂ) )
T—~+00 T T
= —I—OO
. 9 . 1 . Inzx
Car: lim 2% =+o0; lim 1—=—=1et lim — =0
r——+00 T—+00 €T T—4+oc0 I
D’on wginoof(m) = +o00
e Montrons que lim M =+
r—+00 I
Ona:
22 (1 T (M)Q)
li @ = lim ’ ’
r—+o0 I T—+00 €T
2
= lim =z (1—12— (ln:v) )
T—+00 €T €T
= +OO
1 Inz)?
Car: lim x =+4ooet lim (1—2— (ﬂ> ) =1
T—+00 T—+00 xT T
D’ou lim @ = 400
Tz—+oco I
0.25 pt c) Déduisons que la courbe (C') admet, au voisinage de +00, une branche parabolique dont
https://steinmath.com 10/14 Option PC & SVT
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0.75 pt

0.5 pt

on précisera la direction.

Comme lim f(z)= +ooet lim f) = +00
T—+00 r—+oo I

‘Alors (C) admet une branche parabolique vers 'axe des ordonnées au voisinage de 400

2 - a) Montrons que: f'(z) =2 (:z:z—xln:n> pour tout z de 0, +-00[. On sait que f; : & — 22 —1
est dérivable sur ]0, +-o00[ (restriction d’une fonction polynéme)
Et aussi la fonction f, :  — —(Inz)? est dérivable sur ]0, 4+o0]
Donc f = f, + f, est dérivable sur |0, 4+o00[ et on a (Vx €]0, +0o0])

Et on a:

f(x) = fi(z) + f5(x)

|
—op—92x 22

T
_2$2—21n:p

T
B 2 —Inzx
N T

Donc (Vz €]0,+00])  f'(z) =2 (w)

x

2]
b) e Vérifions que 9(x) =212 pour tout = de l'intervalle |0, +oo[
x 7

Soit  €]0,4o00[ , on a :

g(x)+1:x2—m—lnx+l
x x

2 —rx—Inzx+z

T
z?2 —Inx
T

21
) -z
X X

e Déduisons que la fonction f est croissante sur ]0, +oo.

On a (Vz €]0,+o00]) , f'(x) =2 <g(mx) + 1)
Comme g(z) > 0 pour tout x €]0, +0o0[

AlorsM—i—IZO
T

D’ou (Vx €]0,+00[) f'(x) >0 ‘donc : f est croissante sur |0, +o00]. ‘

3 - a) Montrons que y = 2z — 2 est une équation cartésienne de la droite (7') tangente a la
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0.75 pt

0.75 pt

courbe (C') au point A(1,0).

Car: f/(1) =2 (X522) =2t f(1) =0

Donc : ‘(T )iy =2x— 2‘ est une équation cartésienne de la droite (7') tangente a la

courbe (C') au point A(1,0)
b) Construisons, dans le méme repére (O;1; j), la droite (T') et la courbe (C). (on admettra

que A est le seul point d’inflexion de la courbe (C) )

(©)

| /(T)
4 /1234

4 - a) e Vérifions que H : = — z(Inz—1) est une fonction primitive de la fonction h : z — Inz
sur ]0, 400 [
On a H est dérivable sur |0, 400 [ ( comme le produit de deux fonction dérivables )
et on a vV €]0, 400 |

H(z)=1lnz—1)+zxl=hz—1+1=Inz=h(z)

‘Donc : H est une fonction primitive de la fonction h sur |0, +oo [ ‘

e
e Montrons que : / In(z)dx = 1.
1
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/ In(z)dz = [z(In(z) — 1)]{
=e(lne—1)—1(In(1) — 1)
=0—(—1)

=1

e
Donc : / In(z)dx =1
1

e
0.5 pt b) Montrons, a l’aide d’une intégration par parties, que :/ (Inz)’dz =e—2
1
U(z) = (Inz)? U'(x) =2%7
On pose : donc
Viz)=1 Viz)==
Ona:
e e
e 2 1
/ (Inz)?dx = [x(lnm)2]1 —/ n(z) x xdx
1 1 z
e
=eln(e) — 1 x In(1) — 2/ In(z)dx
1
=e—2
e
Car : / In(z)dz =1
1
e
Donc : / (Inz)’dz =e—2
1
0.5 pt c) Montrons que 'aire du domaine plan limité par la courbe (C), 'axe des abscisses et les
1

droites d’équations x = 1 et z = e est égale a 3 (e? — 6e + 8) cm?

Soit A laire du domaine plan limité par la courbe (C'), 'axe des abscisses et les droites

d’équations r =1et z =e

e
On sait que A = / |f(z)|de = xu.m.s
1

Comme f est croissante sur |0, 4o00|

Doncsi 1 <z <ealors f(1) < f(x) < f(e)

Donc 0 < f(z) <e? —2car f(e) =e? —1—(Ine)? =e? —2
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Donc Vz € [1,e] on a f(z) > 0et |f(x)| = f(x)

Donc :

e
A :/ f(x)dz = x12cm?
1

e
:/ 7?2 —1— (Inz)?dr = xcm?
1

:E—e—(g—l)—e—#—lcm?
3
e

= — 2%+ — 2
3 e cm
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