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1 pt

Exercice 1 : : (3 pts)

On considére dans un espace rapporté a un repere orthonormé direct (O;é;j ) les points

A(—1;1;0) , B(1;0;1) et Q(1;1;—1) et la sphere (S) de centre €2 et de rayon 3.

1 - a) Montrons que OBAOB =i+ j— E et vérifions que ¢ + y — z = 0 est une équation
cartésienne du plan (OAB). .
Ona: OA=(zy—x0)i+(ya—yo)i+ (24 — 20)k
donc OA = (—1—0)i+(1—0)j+ (0—0)k
Dot : OA(—1,1,0)

On a: @z(mB—xo)Z+(y3—yo)5+ (ZB_ZOﬂ%
donc OB = (1—0)i+ (0—0)j+ (1—0)k
D’ou : OB(1,0,1)

-1 1

—

. 1 ool
Donc OA N OB = i- i+

0 1 0 1 1 0
Alors OANOB=(1x1-0x0)i—(—1x1—-1x0)j+(—1x0—1x 1)k
Dot: OANOB=i+j—k
Soit M (z,y, z) un point € (ABC)

1
Ona OAAOB | 1 | estun vecteur normale & (OAB)

—1
Donc (OAB) : 1z + 1y — 1z +d = O et puisque O(0,0,0) € (OAB)

alors (OAB) :1x0+4+1x—1x+d =0 doncd =0
| Dot (OAB):z+y—2=0]

https://steinmath.com 1/77 Option PC & SVT

than yesterday, tomorrow better than today

J



https://steinmath.com

Session : Normal 2013
b) Vérifions que d(£2, (OAB)) = /3 puis montrons que le plan (OAB) coupe la spheére(S)

1 pt suivant un cercle (I") de rayon v/6.
Ona:(OAB):z+y—z=0et Q(1,1;—1) donc :
1+1 1
A0, (0AB)) = LD 3 5
VP + (17 V3
D’ou : d(2, (OAB)) = /3
On a : d(, (OAB)) = V3 et R = 3 donc d(Q, (OAB)) < R donc le plan (OAB) coupe
la sphére (.S) suivant un cercle (I') de rayon r = \/32 =v9-3=6
D’ou le plan (OAB) coupe la sphere(S) suivant un cercle ( ) de rayon r = /6.
2 - Soit (A) la droite passant par le point et perpendiculaire au plan (OAB)
r = 1+t
a) Démontrons que : y = 14+t (tR)estunereprsentation paramtrique de la droite
z = —1-—t
()-
1
Ona () estperpendiculaireauplan (OAB) etOna OAANOB | 1 | est un vecteur normale
=1
1
4 (OAB) donc OANOB | 1 | est un vecteur directeur de la droite a (A)
-1
On a (A) passe par Q(1;1;—1) et Soit M(z,y,2) € (A) donc
T = zo+1xt
z = ZQ + <_].> X t
Exercice 2 : (3 pts)
On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O;i;9), les points A, B et C
d’affixes respectives a,b et ctel que: a=7+2i ,b =4+ 8 et c = —2+ 5i.
0.75 pt b} a) Vérifions que : (14 ¢)(—3 + 6i) = —9 + 3i et montrons que : % =1+1.
Ona:(14+d)(—3+6i)=—3+6i—3i—6=—-9+3i
Ona:. "9 _ —2+5i—(7T+2i) —2+5i—7—2i —9+3i
"b—a  4+8 —(T+2)  4+8 —T7—-2 —3+6i
-9+ 3
O t(14+4)(—3+67) = —9+ 3¢ al =141
na:(l+1i)(—3469) + i alors ——— +1
Dot —= = 1+
h—
1 pt b) En déduire que :AC = v/2 AB et donner une mesure de I'angle (AB, AC).
Ot i Mers Ll L dona le—al 2
b—a b —al ' ! |b— al
AC
donec =—= =+v2 dott AC =+/2 AB.
\ AB J
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Ona: (TB%) Earg(lC):Z) [27]
Ona: ZC):Z :1+i:ﬂ<\}§+\}§i> :\/i(\f—kfz) =ﬂ<cos(g)+isin(g)>

c—a 77
donc : arg (b— a> = 1[277]
Dot (AB, AC) = Z[Qw]

2 - Soit R la rotation de centre B et d’angle g .

0.75 pt a) Montrer que affixe du point D image du point A par la rotation R est : d = 10 + 113.
Ona:
D=R(A)<d—b=c¢"2(a—0b)
<d=b+ (a—0b)i ,car €'s =i
Sd=4+8i+ (7T+2i—4—8i)i
&S d=4+8i+i(3—6i)
Sd=4+8+314+6
< d =10+ 1137
| Dot d=10+11i
d—
0.5 pt b) Calculer b ¢ et en déduire que les points B, C et D sont alignés.
—c
d—c 10+11i+2—5i 12+ 6¢ 6+ 3¢
On a: = : v — =2 X g
b—c 4+8+2—5¢ 6+ 3¢ 6+ 3¢
d—
On a : 2 €_9 € R done les points B, C et D sont alignés
—c
\
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Exercice 3 : : (3 pts)

Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher : cinq boules rouges, trois boules vertes et
deux boules blanches.
On tire au hasard, simultanément, quatre boules de I'urne.

1 - Soient les deux événements suivants :
A : Tirer deux boules rouges et deux boules vertes

B : Aucune boule blanche parmi les quatre boules tirées

1 1
1.5 pt Montrer que : P(A) = - et P(B) = 3

On tire au hasard et simultanément quatre boules de 'urne donc
10! _
41(10 — 4)!

Card(Q) = Cf, = 210

51 31
—10 % 3 = 30
21(5 —2)1 %

21(3 — 2)!
. _ Card(A) 30 1
Drow P(A) = Zora@) ~ 210 ~ 7
8!
41(8 —4)
Card(B) 70 1
Dot P(B) = = ——2 = —— = _ |
ot P(B) = Zoa@) ~ 210 3

2 - Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de boules blanches tirées.

On a: Card(A)=C2 x C3 =

On a : Card(B) =Cg = 70

0.25 pt a) Vérifier que les valeurs prises par la variable aléatoire Xsont :0,1 et 2..
Parmi les quatre boules tirées, on peut avoir les cas suivants :

O Cas 1 : Aucune boule blanche tirée, donc X = 0.

0 Cas 2 : Une seule boule blanche tirée, donc X = 1.

[0 Cas 3 : Deux boules blanches tirées, donc X = 2.

Et puisque la caisse contient seulement 2 boules blanches.

‘ D’ou les valeurs prises par X sont 0, 1 et 2

8
b) Montrer que P(X = 1) = — puis déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire

15
1.25 pt X. B o
X 2 X 56 112 8
Ona:P(X=1)= 2% = =_——=—
na: P ) 210 210 210 15
Dot P(X =1) = =
15
1
Ona:P(X:O):P(B):g
1
Dot P(X=0) = 5
2 2 1x2 2 2
Ona:P(XzQ):C2X08: x28 _ 28 2
210 210 210 15
2
D'ott P(X =2) = —
ou P( ) =
X =k 0 1 9
P(X =k) i i =

| Dot .P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=1

https://steinmath.com 4/77 Option PC & SVT

than yesterday, tomorrow better than today


https://steinmath.com

Session : Normal 2013

Exercice 4 : : (3 pts)

25
Soit (U,,),en- la suite numérique définie par : Uy =0et U, = To_u. Pow tout n de N*.
— Yn
- 5<5 — Un) * 4
1 - Vérifier que : 5 - U, ; = m pour tout n de N* et montrer par récurrence que
1 pt 5—U,, > 0 pour tout n de N*. !
25 5(10-U,)—25 50—5U, —25 25 —5U,
Ona:5—-U,; ;=5— = ( n) = n = n
10-0, 10-0, 5+5—-U, 5+0B-U,)
5(5—-U,)
donc5—-U, | = ——F—
R i T 5 )
0 5(5 _ Un) *
Doud—-U,, = m pour tout n de N* .
O Pourn=1onab—u; =5—0=>5> 0 donc la propriété (5—U,, > 0) est vraie pour n = 1.
[ soit n € N* supposons que 5 — U, > 0 et montrons que 5 —U,,,; > 0.
505 —U,
O Onab—U, >0donc5+ (5—U,)>5>0et505—U,)>0donc (—”)>O
5+((5b-U,)
Doub—-U,,; >0.
‘ D’apres le principe de récurrence 5 — U,, > 0 pour tout n de N* . ‘
2 - On considere la suite numérique (V,,),,cn- définie par :V,, = g pow tout n de N*.
— Yn
10-0, q .
a) Montrer que:V,  ; = T pow tout n de N* et vérifier que :V,, ., —V,, = 1 pour tout
0.75 pt n de N*. "
0 v 5 5 510—-U,) 5(10-U,) 10-U,
na.: = = = — =
"5 U, 25-5U,  25-5U, 55-U, 5-U,
10-0,
10 -0,
D’ou V, ., = ——" pour tout n de N*..
5—-U,
10-U, 5 10-U,—-5 5-U
Ona:V, 4 —V,= = = e = = =1
B8 Y T2 S0 T U, 5_U, 5_U,
‘ DouV, ; —V, =1 pour tout n de N*.
5
b) Montrer que : V,, = n pour tout n de N* et en déduire que :U,, = 5 — — pour tout n de
n
1 pt N* .
Ona:V, ;—V, =1pour tout n de N* donc (V) est une suite athématique de raison
5 5
=1letd ier t V) = = =1
r et de'premier terme V) = ~— 0. " 5-0
doncV, =V, +(n—1)x1l=1+n—1=n
D’ou V,, = n pour tout n de N* .
Ona:V, = our tout n de N* donc 5 — U, —idoncU —5—i
Ty y P n Ty nTP Ty
5
D’ou U,, = 5 — — pour tout n de N*.
n
0.25 pt c) Déterminer : lim U,,.
%*)JrOO
Ona: lim —=0
n——+oo N
Dou lim U, =5
r——+00
\
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Exercice 5 : : (8 pts)
fla) = (z—2)%".

On considere la fonction numérique f définie sur R par :

—

Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O :i; 4 ) (unité : lem)

025pt | 1- a) Montrer que : ligl f(x) = +o0.
T—r+00
Ona lim (r—2)?=+occet lim e*=+o0
r—+00 T—+00
D’ou xl_l}I_iI_loo f(z) = +o0.
b) Montrer que : lirJEl M = 400 puis en déduire que la courbe (C) admet, au voisinage
r—+o0o
0.25 pt de 400 une branche parabolique dont on précisera la direction .
— 92 2.z x
On a: lim @Z lim u: lim (x —2)% x <
r—+oo I T—+00 X T—+00 X
Or lim & = 400 alors lim @ = +o0
Tr—+00 I T——+00 X
Ona lim f(z)=+ooet lim (@) = +o0
T—+400 r—+oc0 I
donc (C) admet une branche parabolique au voisinage de +oode direction I'axe des ordonnées
025pt | 2- a) Vérifier que f(z) = 2%e® — 4xe® + 4e® pour tout = de R.
Soit x € R.
Ona: f(z) = (z —2)%% = (22 — 4z + 4)e®” = 2%e® — 4ze® + 4e®
Dot f(z) = 2%e® — 4xe® + 4€® pour tout x de R.
b) Montrer que lim f(z)= 0 et interpréter géométriquement ce résultat.
T——00
(On rappelle que lim z"e” = 0 pour tout n de N*)
0.25 pt emmee
Ona: lim f(x)= lim z2e® —4ze® + 4e® .
T——00 T——00
Or lim 2%e® = lim —4xe® = lim 4e® =0
T——00 T——00 T—r—00
Dot lim f(x)=0.
T——00
Ona lim f(z)=0
Tr——00
‘ donc la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale au voisinage de —oo .
025pt | 3- a) Montrer que f () = z(x — 2)e® pour tout z de R .
Soitz € R, Ona:
fla)=((z—2)%) e + (& —2)*(e")
=20z —2)(x—2)21 4 % (x — 2)2
=2(z —2)e® + (z — 2)2%®
=e"(x—2)2+2—2)
=e"(z—2)(x)
=z(z —2)e”
Dot f () = z(x — 2)e® pour tout z de R
b) Montrer que la fonction f est croissante sur chacun des deux intervalles |—oo; 0] et [2; 00|
0.25 pt et qu'elle est décroissante sur Uintervalle [0;2].
Ona f (z) = z(x —1)e® et e® > 0 Va € R donc le signe de f’ est celui de z(z — 1).
\. J
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T —00 0 2 +00
x - 0 +
Tz —2 - 0 +
z(z — 2) + 0 — 0 +

Donc f'(z) >0 Vz €] —o00;0]U[2;+00]

et

f'(z) <0 Vzxel0;2]

‘ D’ou f est croissante sur | — oo; 0] et sur [2; +oo[ et décroissante sur [0; 2] ‘

c) Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R.

T —00 0 2 400

4 400

0 0

f()

a) Montrer f (z) = (22 —2)e® pour tout z de R puis en déduire que la courbe (C') possede
deux points d’inflexions qu’on ne demande pas de déterminer leurs ordonnées.
Soit = € R.

Ona: f (z) =z(x —2)e® = (22 — 2z)e”  donc

(22 —22)) e® + (&) (2% — 2z)
2z — 2)e” + e® (2% — 2x)
=e¥ (2 — 2+ 2% — 21)

z? —2)e”

_ $2 _2)61:

Ona: f(z)=0 < 22 —2, care® >0 pour tout z de R .
donc f'(2) =0 <= 22 =2 < =42 ou z=—2

D’ou (Cf) admet deux points d’inflexions d’abscisses respectifs x = —V2etx =2

b) Construire (C) dans le repére (O;i;7 ).
8 -

4 —(Cy)

a) Montrer que la fonction H : x + (z — 1)e” est une fonction primitive de la fonction
1

h: x +— ze® sur R puis calculer / zxe® dx.

. O
Soit z € R ..

’

Ona: H (z)=((x—1)e*) = (ze* —2) =2'e® + x(e”)

Donc Ve € R , H'(z) = h(z) .

— (%) = e* 4 ze® —e® = xe®
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7/77? Option PC & SVT

than yesterday, tomorrow better than today



https://steinmath.com

Session : Normal 2013

‘ Dot H : x + (z — 1)e® est une fonction primitive de la fonction h : x + xe® sur R . ‘

On a :/O ze® dz :/O h(z)dz = [H(z)]) = [(x — 1)e”]; = (1=1)e’) = ((0—1)e®) = 1

1
D’ou / zetdr =1
(o)

1

0.25 pt b) Montrer, a 'aide d’une intégration par parties, que : / r2e®dr =e —2.
o)
Soit x € R . )
U(z) = 2? (U(x)) =2z
O € © ’
P ) = e V()= e
1 1
Donc / r?e® dx = [w%x]é —/ 2ze” dz = (1%e!) — (0%¢?) =2 x 1 =e—2.
o) o
1
D’ou / r2e®dr =e—2
o)
c) Montrer que l'aire du domaine plan limité par la courbe (C), I'axe des abscisses et les
0.25 pt droites d’équationsz = 0 et x = 1 est égale a 5(e — 2)em?.
Soit A laire du domaine plan limité par la courbe (C'), axe des abscisses et les droites
d’équationsc =0et x =1 .
1
Ona:A= (/ f(x)dxz)em?
o)
1 1 1 1 1
On a :/ f(z)dz = / 2?e® —4xe® +4e® dw = / x2e® d:v—4/ xe” dx—|—4/ e dr =
o o @) o) o)
(e —2)—4x 1—|—4[ea’](1) =e—2—4+4(el —e) =e—6+4(e—1)=e—6+4e—4=
5e —10 =5(e—2) .
D’ott A =5(e —2)cm?
0.25 pt 6 - Utiliser la courbe pour donner le nombre de solutions de '’équation : 22 = e * +4x —4 , x € R.
Soit x € R .
Ona:a2? =e ®4+4r—4 < 2’—da+d=e % < " x (22 —da+4) =e"xe? < f(z)=1
Le nombre des solutions de I'équation f(z) = 1 est égale aux nombre de point d’intersection
entre la courbe (C}) et la droite (D) d’équation y = 1.
Or La droite (D) coupe la courbe (C}) en 3 points donc L’équation f(x) = 1 admet 3 solutions
D’ou1 I’équation : 22 = e ® + 4z — 4 admet 3 solutions sur R ‘
8
—(Cy)
- (D)
$ |
4 -
\
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