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Exercice 1 : (3 pts)

On considére, dans L’espace rapporté a un repere orthonormé direct (O,; ,;, E), les points
A(-3,0,0),B(0,0,—3) et C(0,2,—2) et la sphere (S) de centre ©(1,1,1) et de rayon 3.
1- a) e Montrons que ABAAC =6i— 3 + 6k.
Ona: AB (x5 —24;Yp — Ya; 2g — 24) donc AB (3;0; —3)
Et on a AC (v — % 4590 — Ya; 2c — 24 ) donc AC (3;2;—2)
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Donc : AB A AC =

= (0% (—2)— (—=3) x2)i —(3x(=2)—(=3)x3)j +(3x2—-0x3)k
=6i —3j +6k

Diot: AB A AC = 6i — 35 + 6k
e Déduisons que 2z — y + 2z + 6 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC).

Ona: AB A AC est un vecteur normale au plan (ABC)
Donc : (ABC) : 62 —3y+6z+d=0
Et puisque A € (ABC) donc 6z 4 —3y, +624+d=0
D'ou —18 =04+ 0+d =0 donc d = 18
Alors : (ABC) : 6x —3y + 62+ 18 =0, c’est a dire : (ABC) : 20 —y+2z+6=0
‘ D’ou 22 — y 4+ 2z 4+ 6 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC) ‘

b) e Calculons d(Q, (ABC))

Ona (ABC):2x —y+22z+6=0et Q1,1,1)

26 — 2 6 2—14+2+6 9
Donc : d(Q, (ABC)) = 12f2 —Yo+ 220+ 6] _2=1+2+6] _9 _,

V22 (—1)2 422 V9 3

‘Dot d(Q, (ABC)) = 3|
e Déduisons que le plan (ABC) est tangent a la sphere (5).
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On a d(Q,(ABC)) =3 et R =3, alors d(£2, (ABC)) =3
‘Donc le plan (ABC) est tangent & la sphere (5) ‘
2 - Soit (D) la droite passant par le point €2 et perpendiculaire au plan (ABC)).
r=1+2¢
0.5 pt a) Démontrons que ¢ y=1—t /(t € R) est une représentation paramétrique de la
z=1+2t
droite (D).
Soit M (z,y,z) € (D). On a: 2x —y + 2z + 6 = 0 est une équation cartésienne du plan
(ABC), alors le vecteur 71(2; —1;2) est un vecteur normal au plan (ABC)
Et puisque la droite (D) est perpendiculaire au plan (ABC) alors 7(2;—1;2) est un
vecteur directeur a la droite (D)
Et ona Q€ (D), alors QM =t x i avec t € R
r—1=2¢t
Donc:< y—1=—t /(teR)
z—1=2t
=142
Douq y=1—t /(t €R) est une représentation paramétrique de la droite (D) |
z=1+2t
0.5 pt b) Démontrons le triplet des coordonnées de H point de contact du plan (ABC) et la sphére
(S) est (—1;2;—1).
On sait que le plan (ABC) est langent a la spphere (S) en H, alors H est le projeté
orthogonal de  sur le plan (ABC)
Et comme la droite (D) passe par le point 2 et perpendiculaire au plan (ABC), alors H
est le point d’intersection de la droite (D) et le plan (ABC)
r=1+2¢
Donc les coordonnées de H vérifient le systéme y=1-t
z=1+2t
20 —y+224+6=0
(g =1+2t
Donec < Y =1t
zg=1+2¢
( 225 —yg +2z25+6=0
(=142t
Donc < yu=1-1
zgp =142t
201+2t) —(1—t)+2(142t)+6=0
ry=1+2t
Donc < yu=1-1
zg=1+2¢
244 —-14+t4+2+44+6=0
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=1—1
Donc < Ya
 9t+9=0
=1—t
Donc Y2
t=—1
On remplace ¢ par —1 on obtient ¢ y, =1+1 , c’est adire: { y, =2
‘Finalement le triplet des coordonnées de H est (—1;2;—1) ‘
Exercice 2 : (3 pts)
On considere, dans le plan muni d’un repeére orthonormé direct (O,u, %), les points A, B et C
d’affixes respectives : a =2 —1¢,b=6—T7i et ¢ = 8 + 3i.
0.75 pt 1 - a) Montrons que z_ L
On a:
c—a 843 —(2—1i)
b—a 6-—T7i—(2—1)
8+ 3i—2+1
C6—Ti—2+1
6+ 4
C 4—6i
_2(3+2i)
—2(2—30)
3+ 2
230
3+ 2i)(2+ 3i)
(2 —30)(2+ 30)
_ 6+9i+4i+67°
22— (3i)2
_ 6+13i—6
4—(-9)
130
13
=1
Donc Z: =1
0.75 pt b) Déduisons que le triangle ABC' est isocéle et rectangle en A.
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0.5 pt

0.75 pt

0.25 pt

AC = AB
Alors —_— T
<AB ;AC) = 5[277]

‘Et par suite, le triangle ABC est isocele et rectangle en A |.

2 - Soit z laffixe d’un point M du plan et 2’ I'affixe du point M’ image de M par la rotation R
de centre Q milieu du segment [BC] et d’angle —g.

a) Vérifions que l'affixe du point  est w =7 — 2i.

On a Q est le milieu du segment [BC].
B
Done +aff(@) = 1B T 41O
btc 6-Ti+8+3i 14—4i 14 4 .
= = = ———=1=7—2
2 2 2 2 2
‘Donc I’affixe du point Q est w =7 — 27 ‘

Alors : w =

b) Montrons que 2z’ = —iz + 9 + 5i.
On a:

RM)=M &2 =73 (z —w) +w
; y v .. _m . Y o
<:>z—<cos( 2>+zsm( 2))(2: (7T—20)+7—2i
&2 =—i(z—T+2)+7—2i
2 = —iz+Ti— 2" +7—2
S =iz 4+ Ti+2+7—2i

&7 = —iz+9+ 51

’Doncz/:—iz+9—|—5i.

c) Montrons que le point C est I'image du point A par la rotation R.

Soit A’ I'image de A par R. On a :
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R(A):A/<:>ZA/ :—Za+9+5l

0.5 pt b) Montrons que u,, pour tout n de IN
Soitn e N.Onal—uv, = 1 et 1—v, # 0 (car 1 —wv, > 0), donc — _ un2+17
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2 2-1 1
al()]:‘s = un _|_ 1’ d’oﬁ un — _ — —'I_ vn — + UTL
— v, 1—w, 1—w, 1—w,
Donc u,, = In pour tout n de IN |.
1—wv,

1 pt 3 - a) e Montrons que (v,,) est une suite géométrique de raison -

Soit n € N. On a :

du, +3
Upp — 1 3u, +4 u, —1  3u, +4 u, —1 1 wu,—1
Frt1 = 1~ Ju, +3 _ Bu,+4 Tu,+7 T(u, 1) 7 u,+1
Upt1 + n +1 Unp, + Un, + (un + ) Unp, +
3u,, +4
Donc Vne N; v, ., = 7 Un
1
Donc (v,,) est une suite géométrique de raison q = =
e Exprimons v,, en fonction de n
) e 1 /71\" up—1 3-—-1 1
Soit n € IN. On a v, = vy X q U:§<?> carvozuz+1 =371-3
1 /71\"

Donc v,, = 3 <?) pour tout n de IN |.

0.5 pt b) e Calculons la limite de la suite (v,,)

1 /1\"
li =lm- (-] =
Omn a limwv, im 2 <7> 0

1 . (I\"
Car -1 < - < 1 c’est-a-dire lim <§> =0

Donc limv,, =0 ‘

e Déduisons la limite de la suite (u,,)
On sait TH O 1<1>n tout n de IN
n 1 = = = — T
sait que u,, 1—%6 Un =5 (7 ) pourtoutn de
1 /1\"
1+=(=
+5 ()

Donc u,, = — pour tout n de IN

)

Alors limu,, =1 Car lim (;) =0

’Donc limwu, =1 ‘

Exercice 4 : (3 pts)

Une urne contient cing boules rouges, quatre boules blanches et trois boules vertes (les boules sont

indiscernables au toucher). On tire au hasard, simultanément, trois boules de 'urne.
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1
1 pt 1 - Montrons que la probabilité de tirer trois boules rouges est 29"
On considére I'univers €, le tirage est simultané donc card(Q2) = C3, = 220
Soit A I’événement, : "Tirer trois boules rouges”
d(A
Les boules sont indiscernables au toucher, donc P(A) = LH
card(2)
10 1
Ona A : (R, R, R), donc card(A) = C2 =10, alors P(A) = — = —
220 22
1
Donc la probabilité de tirer trois boules rouges est 2 |
3
1 pt 2 - Montrons que la probabilité de tirer trois boules de méme couleur est o
Soit B I’événement : "Tirer trois boules de méme couleur”
d(B
Les boules sont indiscernables au toucher, donc P(B) = LH
card ()
OnaB:(R,R,R)ou(B,B,B)ou(V,V,V),donc card(B) = C34+C3+C3 = 10+4+1 = 15,
15 3
lors P(B) = — = —
alors PUB) = 550 = 1
Donc la probabilité de tirer trois boules de méme couleur est 4—34 L
el s . . 37
1 pt 3 - Montrons que la probabilité de tirer une boule rouge au moins est u
Soit C I’événement : "Tirer une boule rouge au moins”
d(C
Les boules sont indiscernables au toucher, donc P(C) = card(C)
card ()
_ — — 35 7
On a C: (R, R, R), donc card(C) = C3 = 35, alors P(C) = — = —
5 N 220 44
Donc P(C)=1—-P(C)=1— — = —
Donc la probabilité de tirer une boule rouge au moins est % .
Probléme : (8 pts)
. . - o e’ —1 .
On considére la fonction numérique f définie sur R par : f(z) = = + gy et soit (C) la courbe
€I
représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;7;7) (unité 1 cm).
0.75 pt 1 - e Montrons que f(—z) = —f(z) pour tout z de R.
Soit x € R. On a :
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0.5 pt

‘Donc f(—=z) = —f(x) pour tout x de ]R‘.

e Déduisons que le point O est centre de symétrie de (C).
OnaVzreR;(—z € Ret f(—z) =—f(x))
Donc la fonction f est impaire

Alors (C) est symétrique par rapport a 'origine du repére

‘D’ofl O est centre de symétrie de (C) ‘

2 - Vérifions que f(z) =2+ 1—

our tout z de R.
er +1 P

Soit z € R. On a

eT+1—-1-1
et +1

et +1-—-2

e +1

e +1 —2

ew+1+e“+1

flz)=x+

:x—'—
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Donc f(z)=x+1—

our tout z de R |
e’ +1 P

xT

2
1.25 pt 3-a) e Montrons f'(z) =1+ % pour tout z de R.
(e*+1)
On a : La fonction f; : = x + 1 est dérivable sur R
-2
Et la fonction f; : x b — ) est dérivable sur R (car = + e® 4+ 1 est dérivable et
e
ne s’annule pas sur R)
Donc f = f, + f, est dérivable sur R
Soit z € R. On a :
f(x) = fi(x) + f3(x)
=14+(—2)x —
(=2 (e® + 1)°
2 T
(e*+1)
, 2e”
Donc f'(z) =1+ ———— pour tout z de R.|.
(e” +1)
- , 3
e Vérifions que f'(0) = 7
, 2e”
Ona: f'(r) =1+ ———— pour tout # de R
(e” +1)
2¢eY 2 1 3
onc f/(0) +(60+1>2 + 52 t5=35
3
D’ou f/(0) = = |
2
0.5 pt b) Montrons que f est croissante sur R.
. , 2e*
Soit r € R. Ona: f'(z) =1+ —=
(e*+1)
Et comme 2e* > 0 et (e +1)> > 0, alors f'(z) >0
’Donc f est croissante sur R ‘
0.5 pt c) Montrons que y = ix est une équation cartésienne de la droite (T') tangente & la courbe
(C) au point 0.
On sait que f est dérivable sur R, donc f est dérivable en 0
Donc (C') admet une tangente (7") au point d’abscisse 0 d’équation :
(T) =y = f(0)(z — 0) + £(0)
Et commef/(O)—éet f(O)—O—l—l—i—l—g—l—l—O
3_ 2 B e+1 2 B
Alors (T') : y = 2%
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3
D’out y = —x est une équation cartésienne de la droite (7') tangente a la courbe (C') au point 0

0.5 pt 4 - a) Montrons que lim f(z)= +oo.
r—+00
2
Car : lim 24+ 1=+4occet lim =0
T—+00 z—tooe® + 1
D’ou xginoof(x) = +o00
0.5 pt b) Calculons lir+n (f(x) — (x +1)), et déduisons que la droite (D) d’équation y = = + 1
Tr—+00
est une asymptote a (C) au voisinage de +o0.
. . . —2
Ona: Il_l)rlloof(a:)—(x—kl) _IEToox+1_ | —(z+1) _:171—1>I-Elooe$-|-]_ =0
Car : lim —2 =0
r—+ooe® + 1
Et par suite, lim f(z)—(x+1)=0|
r—+00
‘D’oﬁ la droite (D) d’équation y = x + 1 est une asymptote a (C') au voisinage de 400 |.
0.25 pt c) Montrons que la courbe (C) est au-dessous de la droite (D).
Soit = € R. Ona:f(x)—(a:—i—l):i,etpuisque—2<0et e*+1>0
eI
Alors 633_—1— 1< 0, c’est a dire f(z) — (z+1) <0
D’ou la courbe (C) est au-dessous de la droite (D) ‘
1.5 pt 5 - Construisons les deux droites (D) et (T') et la courbe (C).
5 s
y ,/’
4 ,/’ Py
/, /’
.| J©) o)
/,, /,,
2 ,’, /’,
/, ,',
1,,!, ,/'
/, (T) I,
/, /,
5 —4 -3 -2 ST 2 3 4 5
/', 1,/
/’l, /’,
/’, /" -2
/, /,
(D) / 3
/, "
/, l,
,/’ I, _4
51
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0.75 pt 6 - a) Montrons la fonction H : z + z — In(e” 4+ 1) est une fonction primitive de la fonction
T = sur R.
e’ 41
On a H est dérivable sur R
Soit z € R. On a :
€$
H(x)=1-—
() pra
_ et +1—e¢e*
et 1
1
Cer 41
Donc H : z+— x —In (e 4 1) est une fonction primitive de la fonction = i sur R |
eﬂ?
In2
0.5 pt b) Déduisons que / dz =1n4 —In3.
, e+l
On sait que H est une fonction primitive de la fonction x W sur R
Alors :
/0 em_i_ldx:[as—ln(e"’—&—l)]o
=(In2—1In(e"?+1)) — (0—1In (e +1))
=(In2—In3)—(—1n2)
=In2—-In3+1n2
=2In2—1In3
=1In(2%) —1n3
=In4—1n3
In2 1
Donc/ dr =In4—In3|
b € +1
0.5 pt c) Calculons, en cm?, l'aire du domaine plan limité par la courbe (C), la droite (D) et les
droites d’équations x =0 et z = In 2.
Soit A l'aire du domaine plan limité par la courbe (C), la droite (D) et les droites
d’équations t =0 et x =In2. On a :
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1n2

A= / 1)|dx X uy
0
In2
:/ ‘dx x 12¢m?
0
In2
/ d:r cm?
0
In2
=2 X / dx em?
0

=2 (In4 —In3).cm?
= (2In4 —21n 3) .cm?
= (In(4?) — In(3?)) .cm?

= (In(16) — In(9)) .cm?

Donc A = (In(16) — In(9)) .cm? |.

https://steinmath.com 12/12 Option PC & SVT
than yesterday, tomorrow better than today

J



https://steinmath.com



