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Exercice 1 : (3 pts)

g
J

Dans ’espace muni d’un repére orthonormé (O, i, j 7%), On considere :
e Les points : A(1,1,-1) B(0,1,—2) C(3,2,1)

e La sphere (8) d’équation cartésienne : |22 +y% + 22 — 22 —22—1=0|.

1 - Montrons que la sphere (§) est de centre Q(1,0,1) et de rayon R = /3.
Ona (8):a?+y*+22—22—22—1=0
Donc (8) : (22 =22+ 1)— 1492+ (22 -22+1)—1—-1=0
Donc (8) : (x —1)2+ (y=0)° + (2 —=1)*> =3
Et par suite : le centre de la spheére (8) est ©(1,0,1) et le rayon est R = /3
2 - a) e Montrons que ABANAC=i—1:
Ona AB(zp — 4, Yp — Y, 25 — 24) = AB(—1,0,—1)
Et on a AC(zo — &4, Yo — Y, 20 — 24) = AC(2,1,2)

-1

—

1 —

—

7+

- 0 -1 -1 —1 0.
Donc AB A AC =
1 2 2 2 2 1

Donc ABAAC = ((0x 2) — (—1 x 1))i — ((=1 x 2) — (=1 x 2))j+ ((=1 x 1) — (0 x 2))k
i—((=2) = (=2))j + (1) — 0)k

Ce qui donne ABA AC = (0 — (—1))i

Et parsuite:’@/\@sz—m

e Vérifions que x — z — 2 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC) :

p Méthode 1: On a AB A AC + 0 Alors les points A, B et C ne sont pas alignées donc
Typ—24—2=1—(-1)—2=0

ils forment un UNIQUE plan (AB€) OrOna: < zp5—253—2 = 0—(—2)—2=0
To—2c—2 = 3—-1-2=0
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Donc & — z — 2 = 0 est une équation cartésienne du plan (AZBC).
p Méthode 2 : On a AB A AC + 0 Alors les points A, B et C ne sont pas alignées
Donc ils forment un plan (AB€) qui a comme vecteur normal AB A AC(1,0,—1).
Et donc I’équation cartésienne du plan (ABC) s’écrit sous la forme (ABC) : x—z+d = 0.
Or Be (ABC) donc xg—zg+d=0doncd = zg —x5=—2—0donc d=—2
Et par suite : z — z — 2 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC).
1 pt b) e Vérifions que d(Q, (ABC)) = /2 :
T —2 1-1-2 —2 2
On a d(Q, (ABE)) = M:' 5 | _ |\/§| - =2
e Déduisons que le plan (ABC) coupe la sphere (§) selon un cercle (I') de rayon 1 :
Ona d(Q,(ABC)=vV2<R=1+3
Donc le plan (ABC) coupe la sphere (§) selon un cercle (I') de rayon r,
Avecr:\/R2—[ J(ABC)2 =\ V3 =vV3-2=/1=1
3 - Soit (A) la droite qui passe par le point €2 et perpendiculaire au plan (ABC) :
r =141
0.25 pt a) Montrons que ¢ y = 0 (¢ € R) est une représentation paramétrique de (A) :
z=1-—t
Ona (A) L (ABC)
Donc tout vecteur normal au plan (ABC) est un vecteur directeur de la droite (A)
ce qui signifie que AB A E( 1,0,—1) est un vecteur directeur de la droite (A)
Or 2(1,0,1) € (A)
z =141
Alors la représentation paramétrique de (A)est: < y = 0 (t€R)
z =1-t
0.25 pt b) Montrons que H(2,0,0) est le point d’intersection de la droite (A) et le plan (ABC) :
On a H = (A)N(ABC) Donc H € (A) et H € (ABC)
T =1+t
Donc (3t € R) tel que vH B = 14+t—(1—-t)—2=0
Zy =1-t
Tg—2g—2= 0
Ty = 2
Ce qui donne 2t —2 = 0 Donc ¢t = 1 Et par suite ¢ 5, = 0 SQFD
zg = 0
0.25 pt ¢) Déduisons le centre du cercle (T') :
On Sait que le centre du cercle (I") est le projeté orthogonal du point €2 sur le plan (ABC)
Or Qe (A) et (A) L (ABC) Alors (A) N (ABC) = H est le centre du cercle (I').
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Exercice 2 : (3 pts)

0.75 pt 1 - résoudrons dans C 'équation 22 — 12z +61 =0 :
Calculons le discriminant A : A = (=12)2 —4 x 1 x 61 = 144 — 244 = —100 < 0
Donc I’'équation admet deux solutions complexes z; et z, avec :
z = _<_12>2_i 100 _ 12_210i =6—Dietzy =2 =645
Et par suite S = {6 — 5i,6 + 5i}
2 - Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, €}, €;), On considére
les points A, B et C d’affixes respectivesa =6 —5i ,b=4—2i ,et c =241
0.5 pt a) e Calculons a:s :
Ona @€ _0-5i—(Q+i) 6-5i-2—i 4-6i_22-3) _,
b—c 4—2i—(2+1i) 4—-20—2—7 2-—3 2—3i
e Déduisons que les points A, B et C sont alignés :
On a Z: €9 € R* Alors les points A, B et C sont alignés.
0.5 pt b) On considere la translation T de vecteur 4 tel que 'affixe de 4 est 1 + 5i :
e Vérifions que 'affixe du point D image du point C par la translation T est d = 3 + 6i :
On sait que Si M (z) et M’(2") deux points tels que T'(M) = M’ Alors z = 2’ + af f(4)
OronaT(C)=Detaff(u)=1+5i Alorsd=c+ 1+ 5¢
Donc d=2+i+1+5i Et par suite d=3+6i.
c) e Montrons que d:s =—1+1
On a d—c 3+6i—2—i 1450 (1+52)(2 4+ 349) _ 243 +100 —15
b—c 4-2i—2—i 2-3i (2—30)(2+3i) 22 4 32
Donc d—c =13+ 13i 14
b—c 13
e Montrons que arg(—1+1) = %[277]
Ona—1+i=—(1—1i)=—(T+i)
On sait que (Va,b,c € C*) a = bc = arg(a) = arg(b) + arg(c)[27]
Donc arg(—1 +1i) = arg(—1) + arg(1 +4)[27]
Or arg(—1) = w[27] Et arg(1 + i) = —arg(1 + )[27]
Alors arg(—1 +1i) =7 —arg(1 + i)[27]
Et Ona|l+il=+1+1=+2Doncl+i= \/i(é +i\2) - \/i(cos@ +isin(£))
Donc arg(1+1) = %[2%] Donc arg(—1+i) = — %[2%]
Et par suite arg(—1 +1) = ?%[277].
d) Déduisons une mesure de angle orienté (CB,CD) :
On sait que (CB,CD) = arg(%)[%r] et que d’apres ce qui précede 7 : e 14
Donc (CB,CD) = arg(—1 + 1)[27]
Et par suite (CB,CD) = %T[QW]
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Exercice 3 : (3 pts)

Une urne contient huit boules indiscernables au toucher : une boule portant le nombre 0, cing
boules portant chacune le nombre 1 et deux boules portant chacune le nombre 2 On tire au hasard,

et simultanément, trois boules de 'urne :

DIID
DIV

1 pt 1 - Soit A I’événement : 7 Les trois boules tirées portent des nombres différents deux & deux .
5
Montrons que : p(A4) = %
On a les boules sont indiscernables au toucher, et le tirage est au hasard,
Donc nous somme dans une situation d’équiprobabilité,
.y . card(K)
Et Donc la probabilité de chaque événement K est p(K) = ————.
card()
card(A)
Donc p(4) = ———=.
ne p(4) card ()
Or I'expérience aléatoire consiste a tirer 3 boules simultanément parmi 8 au total dans I’urne,
Donc le nombre total des possibilités est une combinaison de 3 éléments parmi 8 éléments.
Et par suite card(Q) = Cg = 56.
On a I’événement A : 7 Les trois boules tirées portent des nombres différents deux a deux ”.
Donc il faut tirer une boule portant 0 et une boule portant 1 et une boule portant 2
CAD A < "012" et l'ordre n’est pas important car le tirage est en méme temps.
Donc card(A) =C{ x C2 x O3 =5x2=10
10 5
par suite p(A) ~ &7
1 pt 2 - Soit B I’événement : ” La somme des nombres portés par les boules tirées est égale a 5 ”.
5
Montrons que : p(B) = 6
card(B)
de la méme maniere on a p(B) = ————=.
p(B) card(S2)
Or la seule possibilité pour que I’événement B soit réalisé est de tirer 2 boules portant 2 et
une boule portant 1 CAD B <= "122" et l'ordre n’est pas important.
D B) CixC: 5
onc == =
P 56 56
1 pt 3 - Soit C I’événement : "La somme des nombres portés par les boules tirées est égale a 4 ”.
3
Montrons que : p(C) = 3
card(C
On a p(C) = A , On a 2 cas possibles pour que I'événement C soit réalisé
card ()
Cas 1 : "tirer 2 boules portant 2 et une boule portant 0” et 'ordre n’est pas important.
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ou
Cas 2 : "tirer 2 boules portant 1 et une boule portant 2” et ’ordre n’est pas important.
card(C) C{ xC3+C2xC}
D O = g
one p(C) card(2) 56
1+20 21
D C = = —
one p(0) = —% , 56
Et par suite p(C) = 3
Exercice 4 : (3 pts)
. . ;. o 10 12
On considere la suite numérique (u,,) définie par : uqg = 11 et u,,; = T Yn + 17 bour tout n de IN.
10
0.25 pt 1 - Vérifions que :u, ; — 12 = ﬁ(un — 12) pour tout n de IN :
10 12 10 12 12 x 11
oftme R Una “"1“ FRT . n' T T
Donc u, ., —12 = ﬁ(lOun +12(1—11)) = ﬁ(lOun —12 x 10)
10
Et par suite u,, . ; — 12 = ﬁ(un — 12) pour tout n de IN
0.5 pt 2 - a) Montrons par récurrence que : u,, < 12 pour tout n de IN :
e Initialisation : Pour n =0 On a uy = 11 < '12.
e Hérédité : Soit n € IN On suppose que u,, < 12 et Montrons que : u,, ., <12 :
10
On a d’apres la question précédente u,, ., —12 = ﬁ(un —12)
10
Or u,, < 12 Donc u,, — 12 < 0 Et puisque 1 0 Alors u,,,.; —12 < 0 SQFD.
e Conclusion : Ona uy <12et Ona (Yne N) u, < 12 = u, ; < 12.
Donc d’apres le principe de récurrence (Vn € IN) wu,, < 12.
0.5 pt b) Montrons que la suite (u,,) est croissante :
. 10 12 10 11 12
Soit n € IN On a un+11—un T2ﬁun1+ T U = <ﬁ — ﬁ)un +
D g e T (u —192).
onc un+1 un 11 un + 11 11 (un ) 1
Or d’apres la question précédente on a u,, — 12 < 0 et puisque % <0
Donc (Vn € N) u, ; —u, >0
Et par suite la suite (u,,) est strictement croissante donc la suite (u,,) est croissante.
0.25 pt c) Déduisons que la suite (u,,) est convergente :
On a la suite (u,,) est majorée par 12 [Q 2 - a] Et croissante [ Q 2 - b]
Donc la suite (u,,) est convergente .
3 - Soit (v,,) la suite numérique telle que : v,, = u,, — 12 pour tout n de IN :
a) e En utilisant la question 1), montrons que (v,,) est une suite géométrique de raison 3
—12
0.75 pt Soit n € IN On a Unti _ Uni1 .
Uy, u, — 12
U, —12 11
Et d’apres 1 tion 1) O —12 = —(u, —12) Donc = = —
apres la question 1) On a u,, 11 (u, ) Donc w —12 15
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11
Donc (Vn € IN) Untl _ T Donc (v,,) est une suite géométrique de raison 5
UTL
e Ecrirons v,, en fonction de n : On a (v,,) est une suite géométrique de raison 2
11 n—0
Donc(VnG]N)vn:vox<E> Orvyg=uy—12=11-12= -1
Done (Vn € IN) (”)n
onc (Vn v, =—|-—=
" 12
11\"
0.75 pt b) e Montrons que u,, = 12 — <ﬁ> pour tout n de IN :
On a (Vn € N) v, =u, —12 Donc (Vn € N) u,, =12+,
11\ "
Or d’apres la question précédente (Vn € IN) v, = — (E)
11\"
Donc (Vn € N) u,, =12 — (E) .
e Déduisons la limite du suite (u,,) :
11\"
Ona lim u, = lim 12—( )
n—+oo n—+o00 ]_2
11\" 11
. LINT R
Ornl_1>rlloo<12) 0 car <12<1
Donc lim wu, =12.
n—+00
Exercice 5 : (8 pts)
PARTIE 1
Soit ¢ la fonction numérique définie sur ]0; +oo[ par g(x) = 22 — 1 + 222 Inx
0.75 pt 1 - e Montrons que : 22 — 1 et 222 Inz ont le méme signe sur l'intervalle |0; 1]
» Onaz?—1=(z—1)(x+1) Donc le tableau de signe de 22 — 1 sur R :
x —00 —1 1 +0o0o
2 —1 + 0 - 0 +
Donc d’apres ce tableau 22 — 1 est négative strictement sur ]0; 1].
» On a 222 > 0 sur R et donc sur ]0;1[. Or Inz < 0 sur J0; 1]
Donc 222 Inz est négative strictement ]0; 1[.
Et par suite 22 — 1 et 222 Inz sont les deux négative strictement sur I'intervalle ]0; 1[.
e Déduisons que g(x) < 0 pour tout = appartenant a l'intervalle |0; 1] :
OnaVre]0;1[ 222Inx <0et 22 —1<0
Donc Yz € ]0;1] g(z) = 22 — 1 +22%2Inx < 0
Et on a g(1) = 0 Donc Vz €]0;1] g(x) <0
0.75 pt 2 - e Montrons que : 22 — 1 et 222 Inz ont le méme signe sur I'intervalle |1; +oo[
On a d’apres le tableau de signe précédent x2 — 1 est positive strictement sur ]1; +o0].
Or Inz > 0 sur ]1; +oo[ Donc 222 Inz est positive strictement ]1; +o0].
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Et par suite 2 — 1 et 222 Inz sont les deux positive strictement sur l'intervalle |1; +o0.

e Déduisons que g(z) > 0 pour tout z appartenant a Uintervalle [1; 4o00] :

On a Vr € |1;+00[ 222Inz > 0et 22 —1 >0

Donc Vz € ]1;+00[ g(x) = 2?2 — 1+ 22°Inz > 0

Et on a g(1) = 0 Donc Vz € [1;+o0[ g(z) > 0.

PARTIE IT

On considere la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[ par f(z) = (2% — 1) Inz.

Et soit (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé <O, v ,7) (unité : 3cm)

0.5 pt 1 - a) Montrons que lim f (x) = +o0, Puis interprétons le résultat géométriquement :
x>0
On a 1iIr()1x2 —1=-1 et lin(} Inx = —o0
x>0 x>0
Or f(z)=(2>=1)Inz Donc lim f(z) = +oc.
interprétation géométrique : (C) admet une asymptote Verticamfg d’équation = = 0 (c’est
I’axe des ordonnées (O,j)).
0.5 pt b) e Calculons lim f(x) :
T——+00
. o . 2 _
On a xgrfoof(x) = mginoo(x lnz =400
Car lim 22 —1= lim 2% = +0 et lim lnx =400
T—+00 r—+00 T—+00
e Montrons que : lim @ = +00
r—+oo I g 4 1 9 .
On a lim@: limuﬂ: lim (x— )lnx:+oo
r—+oo I T—+00 €T r—+00 €T
1,2 -1 2
Car lim = lim — = lim x=+o0 et lim Inz =400
T—+00 T Tr—+00 I T—+00 T—+00
e Déduisons que la courbe (C) admet une branche parabolique au voisinage de 400 :
On a ligrn @ = 400 Donc (C) admet une branche parabolique au voisinage de +oo
r—+oo I
de direction I'axe des ordonnées (0,7).
1.25 pt 2 - a) e Montrons que f'(z) = 9(x) pour tout x appartenant a l'intervalle |0; +o00]
x
On a  — 22 — 1 est une fonction polynéme donc dérivable sur R et en particulier sur
]0; +-00[. et on a x > Inx est dérivable sur |0; 4-o0].
Donc f est une fonction dérivable sur ]0; +00[ comme produit de deux fonctions dérivables
sur |0; +o0]
Et on a Vo € |0; +o0o[ f/(z) = ((z? — 1) Inz)’
Donc Yz € ]0; +oo] f/(z) = (22 — 1) Inz + (22 — 1)(Inz)’
1 201
Donc Vz € ]0; +o0[ f/'(z) = xlnx+(x2—1)—:2xlnx+£——
x xr
1 1
Donc Vz € |0;4+o0[ f'(z) =2zlnz + 2 — — —(23;2 Inz +22—1)
x
Or on a g(x) = 22 — 1 + 222 Inx Donc Vz € ]0; [f/()—@
x
e Interpréter géométriquement le résultat f'(1) =0 :
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0.5 pt

0.5 pt

1 pt

b)

g(1) 1—-1+Inl
1 1 B
Donc (C) admet une tangente horizontale au point M (1, f(1)) avec f(1) = 0.

Ona f'(1) = 0

Montrons que la fonction f est décroissante sur I'intervalle ]0; 1] et croissante sur 'inter-
valle [1; 4o0] :

On a Vz € ]0; 400 f'(z) = g(wx) Donc le signe de f” est celui de g (car x > 0).

Or d’apres la partie I on a g(z) < 0 pour tout z appartenant a 'intervalle ]0;1] Et
g(x) > 0 pour tout = appartenant a 'intervalle [1; +oo] :

Donc Vz € 10;1] f/(z) <0 Et Vo € [1;400[ f/(x) >0

Ce qui signifie que la fonction f est décroissante sur l'intervalle ]0; 1], et croissante sur
I'intervalle [1; +o0].

e Dressons le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle |0; +o00] :

D’apres ce qui précede on a le le tableau de variations f suivant :

x 0 1 +00

e montrons que f(z) > 0 pour tout z appartenant a l'intervalle ]0; +o0] :
D’apres le tableau de variations de f ci-dessus On a le point M(1,0) est un minimum sur

'intervalle |0; +00[.Ce qui signifie que Vz € |0; +o00[ f(z) > 0.

3 - Construisons la courbe (C) dans le repere (O, ;,;) (unité : 3cm) :
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f(x)=(2>=1)Inx
(@) /
23
0.5 pt 4 - a) montrons que u : ¥ - —— — x est une primitive de la fonction x — 2% — 1 sur R :
On a u est une fonction polynoémiale donc elle est dérivable sur R,
3
3
Et onanERu’(:c):(%—x)’:§x3*1—1:x2—1
3
Et par suite u : x % — x est une primitive de la fonction z — 22 — 1 sur R
2
2
1 pt b) Montrons a I’aide d’une intégration par partie, que : / (22 — 1) Inzdx = §(1 +3In2):
1
On a f est dérivable sur ]0; 4o00[
Donc elle continue sur ]0; +00[ et en particulier sur [1;2].
2
Et par suite l'intégrale / (22 — 1) In zdx existe.
1 .
v (z) = 22 —1 v(r) = ——=x
On pose Donc D’apres Q 4-a 3 1
w(z) = Inzx w'(z) = -
x
Donc par une intégration par partie On a :
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2 3 2 2 /.3
1
/ (22 —1)Inadr = [(x —x) lnx} —/ (x —x) —dx
| 3 LA 3 T
23 3 2 72
- ((_2) n2 - (_1) 1n1) -/ (_1)@1:,;
3 3
3 2 3 ¢ 2
= (2—2) In2— [g—x]l Car (drg—x) = %—1 sur [1;2]
2 23 13
= “mm2— (> —2-(=-1)
3 9 9
2 8 1
= fmo—(2—2-Z41
e
= -In2-— (7_ > =ZIn2—-—=
3 9 3 9
= 2ln2 + 2
= % 5
= —(1+3In2)
c) Calculons, en cm? A l'aire du domaine du plan limité par la courbe (C), I’axe du abscisse
0.25 pt et les droites d’équations r =1et z =2 :
2 2
On sait que A —/ |f(@)|dz x [|2]] x ||7]] —/ |f(z)|dz x 3cm X 3em
1 1
Or d’apres la question 2-c) On a Vz € ]0;4o00[ f(z) > 0.
Donc en particulier sur [1;2] |f(z)| = f(z) = (2> — 1) Inx
2
Donc A = / (22 — 1) Inzdx x 9em?
1 ) )
Or d’apres la question précédente On a / (2?2 — 1) Inadr = §(1 +3In2)
1
2
Donc A = 5(1 +31In2) x 9em?
Et par suite : A = 2(1 + 3In2)em?
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