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MATHEMATIQUES

Exercice 1 : (2,5 pts)

1 - a) Résolvons dans R I'équation suivante : 22 —2z —3 =10
OnaA=(-2)2—-4x1x(-3)=4+12=16

Comme A > 0 alors ’équation admet deux solutions distincts.
_24+V16  2+4 _3
= 5 = =

2—+v16 2—4

Et 2, = - — 1
2 2 2

‘Donc : 8 = {—1;3}‘

Iy

3
b) Résolvons dans R I’équation suivante : e* — — —2 =10
e

(e%)? — 2¢* — 3 B

€$

0

3
Ona:e® - ——-2=0«
6.’,5

& (e")® —2e" —3=0

On pose t = e*
Doncew—e%—2:0<:>t2—2t—3:0
Alors , d’apres 1-a ,onat=3out=—1
Donc e* =3 ou e = —1

Or Vz € R,e* > 0 alors e = 3
Donc z = In3

Donc : S = {ln3}‘
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2 - Résolvons dans R 'inéquation suivante : e~ ! —e % > 0

Ona:e*l—e >0 el >
szc+1>—=x

< 2x > —1

ST > L
x _—
-2

1
Dou: S = [—5,—1—00[

Exercice 2 : (4 pts)

0.75 pt 1 - Résolvons dans ’ensemble des nombres complexes C, 1’équation : 22 — 6z + 18 = 0
OnaA=(—6)2—4x18=36—"72=—36
—(—6) —i/—(—36 6—1iv36
Comme A < 0 alors z; = (=6) ; ( >: Z2 =3—-3i
‘Donc : § = {3—3i;3+3i}
2 - On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, i, ¥), les points A et B
d’affixes respectives a et b tels que : a =3+ 3iet b=3— 37 .
a) Ecrivons a et b sous forme trigonométrique.
e Onalal=[3(1+i)| =31 +i|=3V12+12 =3V2.
Donc
1
a=3+3i=3V2 ( + mclﬂz’)
7 f
33 (f + 22 )
s LT
=3Vv2 (COS (1) + ¢sin <Z>>
7 Z
Donc : a = 32 (COS (Z> + 7 sin (Z>>
Alors : a = [3\5; ﬂ
e Onab=3-3i=a
s
Alors : b = [3\/5;—1]
—7 s
Donc : b= 32 (cos (T> + 7 sin (T))
0,75 pt b) Montrons que b’ laffixe du point B’,I'image du point B par la translation du vecteur
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OA est b =6.

On a B’ d’affixe b’ 'image du point B par la translation du vecteur OA
Donc : BB = OA

Dot af f{(BB") = af f(OA)

Donc : b —b = (a—0)

Donc : b = (a—0)+b

Alors : b’ =a+b

Donc: b’ =3—-3i+3+ 3

Alors : b’ =6

Donc laffixe du point B’,]’ image du point B par la translation du vecteur OA est b’ = 6.

)

0.5 pt c) Montrons que : = ¢ puis en déduire que le triangle AB’B est isocéle et rectangle
a

—_p
en B’.

e On a:

b—b  3—3i—6
a—b  3+3i—6

33
- —3+3i
~ —3(1+14)
- =3(1—1)
14
T 1—i
(T +a)(1+1)
(1 =) (1 +9)
14 20 + 42
T2 2
_26)
=5 =
b—0
D I —— =1
one : ——; =1
oOna:b—_—b,:i
=
— T
Alors : = |1;=
= 2] b—b
0.5 pt Donc |— ‘zletarg( — >EZ[27T]
a—"b a—10b 2
0.5 pt B’'B [ T
0.5 pt Alorsﬂzlet (B’A,B’B)E§[27r]
0.5 pt , , oA op T
0.5 pt DoncBB:BAet(BA,BB):§[27r]
0.5 pt

‘D’oﬁ le triangle AB’B est isocele et rectangle en B’

d) Déduisons que le quadrilatere OAB’B est un carré . On a le point B’ image du point B
par la translation de vecteur OA

Donc BB® = OA

https://steinmath.com 3/11 Option PC & SVT
. T than yesterday, tomorrow better than today



https://steinmath.com

Session : RATTRAPAGE 2011

0.5 pt
0.5 pt

0,5 pt

0,5 pt

Alors le quadrilatere OAB’B est un parallélogramme.
Et puisque le triangle AB’B est isocele et rectangle en B’

C-a-d BB=BAect (BA,BB)= g[%]

‘D’ofl le quadrilatere OAB’B est un carré‘

Exercice 3 : (3,5 pts)

6u,,)
15u, +1

n

On considere la suite numérique (u,,) définie par : uy =1 et u, ; = pour tout n de N

1
1 U3
1- a) Montrons que : u,,,; — 3= T30 11 Pow tout n de N.
un

Soitn € IN .

On a:

1 6u

. 1
"3 T I5u, +1 3
~ 18(w,) —15(u,) — 1
N 3 (15u,, + 1)
3u, —1
3(u, +1)

1

=3 3)

- 3(15u, +1)
1

_ 73

15u,, +1

u

1
1 Y~ 3
]DOHC:’LLTH_I—gzw_i_1 (V’I’LG]N)
n

1
b) Montrons que : u,, > 7 pour tout n de IN.

1 1
PournzOonauozlet1>§d’01‘1u0>§

Donc la proposition est vraie pour n =0
1 , ‘ (R
Supposons que u,, > 3 pourn fixé de IN et montrons que w,, ,; > 3¢ est-a-dire montrons

que:un+1—§>0

On a d’apres la question 1-a) u, ; — =

. 1
Et puisque u,, > 3

1
Alorsun—§>0 et 15u, +1>6>0

1
PR un_g 1 9 Y 1
Doum>0doncun+1—§>0douun+1>§
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1
D’apres le raisonnement par récurrence on a u,, > 3 pour tout n de IN.

1
2 - Soit (v,,) la suite numérique telle que : v, =1 — 3, pour tout n de IN.
un
0,5 pt e Montrons que (v,,) est une suite géométrique de raison 6
Vn € NN Jon a:
1 1
Upye1 = 1 —
i 3un+1
1 1
3 X 6 (U’n)
15u,, +1
1
= 1 _—
18 (u,,)
15u,, +1
_1 15u,, +1
N 18u,,
~ 18u,, —15u, — 1
N 18u,,
_ 3Bu, —1
o 18u,
_ 3u, 1
- 18u,  18u,
1 1
6 18u,
1 1
= |1- =
6 3u,,
1
— 7’Un
6
0 A . 1
Donc (v,,) est une suite géométrique de raison ¢ = 6
e Exprimons v,, en fonction de n
n—0 2 (1\"
(Vn € IN) vn:1v0><2q =305
C e -— — -
ar v, Sug 3
2 (1\"
D vn e N =-|=
onc (Vn ) v, 3 (6)
1
0,5 pt 3 - e Montrons que u,, = —————— pour tout n de N
On sait que : v, = 1 — — pour tout n de IN
3u,,
1
Alors : — =1—v,
n
1
Donc : 3u,, =
1—wv,
1
D’ou u,, =
3 —3v,
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2 (IN\"
Et =—-|=
comme v,, 3(16>
Donc u,, = =
! 3—3><2<1>
3\6
1
Alorsun:ﬁ
3—21|-=
(5)
1
D'ou : u, =

e Déduisons lim u,,.

On a limu,, = lim

1

Al 1' = — =
ors 1mu; 59 %0 % )

Car —1 < 5 < 1 donc lim (6

0,75 pt D’ou limu,, = %
Probléme : (10 pts)
PARTIE I
On consideére la fonction g définie sur I = ]0;+oo[ par : g(z) =z — 1+ Inz
1 pt 1 - a) Montrons que ¢'(z) = I:Ui pour tout = de I
On a u :— x — 1 est dérivable sur |0, +oo[ (restriction d’une fonction polynéme sur
0, +00f)
Et v: & — Inz est dérivable sur ]0, +oo| (fonction primitive de la fonction x — % sur
10, +00[ )
Donc g = u+ v est dérivable sur |0, +o0o[ et on a :
(Vz €]0, +oo] ¢'(x) =u'(z)+ v (z)
Donc ¢'(z) =1+ %
Donc ¢'(z) = vl
x
Finalement : (Vz €]0,4+00[ ¢'(z) = i ;r !
b) Déduisons que la fonction g est croissante sur U'intervalle I.
On sait que le signe de g’ (x) sur |0, +oo] est le signe de = + 1
Et on a (Vz €]0,4+00[ z+4+1>0
https://steinmath.com 6/11 Option PC & SVT
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En déduire que ¢'(z) > 0 pour tout = de Uintervalle T

‘ Donc g est croissante sur I'intervalle [ ‘

0.5 pt 2 - Déduisons que g(z) < 0 pour tout x de Uintervalle ]0,1] et que g(x) > 0 pour tout z de
0.5 pt
I'intervalle [1, +oo[. (remarquer que g(1) =0 ).
On sait que g est croissante sur I =]0, +00[
e Sur lintervalle ]0, 1]
0.5 pt OnalO<z<ldonczx<1
0.5 pt Alors g(z) < g(1) (car g une fonction continue et croissante sur ]0, 1])
Org(1)=0
‘ D’ou g(z) <0 pour tout x de U'intervalle ]0, 1] ‘
e Sur l'intervalle [1, +o00]
Onal<z
0.5 pt Alors g(1) < g(x) (car g une fonction continue et croissante sur [1, +00[)
Org(1)=0
‘ D’ou g(z) > 0 pour tout = de I'intervalle [1, +oo[‘
PARTIE IT
—1
On considére la fonction numérique f définie sur |0; +oo[ par : f(x) = (x ) Inz et soit (C}) la
x
courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;4;7)( unité 1 cm).
0.5 pt 1 - a) Montrons que lim f(z) = +0c0 et donner une interprétation géométrique de ce résultat.
20
. (z—1 .
Comme lim < ) = —oo et limlnz = —oco
2o N % o
(=1 :
Alors lim (») Inz = 400 |donc : lim f(z) = +o0
z—0" T z—0*
D’ot (Oy) admet une asymptote verticale a droite de 0 d’équation x = 0
0.5 pt b) e Montrons que liin f(z) =400
T—+00
On a:
. . z—1
i @) = i (535 ) e
1
= lim (1 — 7> Inz
T—+00 X
= +oo
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1
Car: lim —=0et lim Inz =400

r—+oo T—+00
D’on xginoof(x) = +00
e Montrons que lim @ =0
r—+oo I
On a:
<a: — 1> Inx
lim 7f(x) = lim ~%* 72
r—+o00 I T—+00 €T
) (l — l) Inxz
= lim —%&——
T—+00 x
i (SL‘ — 1) Inz
= lim —
T—+00 €T €T
=0
Car : lim leet lim ln—m:()
T—+00 r—+00 I
D’ou lim 7f(x) =0
r—+oco I
0.25 pt c) Déduisons que la courbe (Cy) admet au voisinage de +o0 une branche parabolique de
direction a déterminer.
Comme lim f(z)= +ooet lim @) =0
T—+00 T—4+00 I
Alors (C}) admet une branche parabolique vers I'axe des abscisses au voisinage de +o0
o~ 9(@)
1 pt 2 - a) Montrons que : f'(z) = =~ pour tout = de I.
x
On sait que f; : ¢ — <%> est dérivable sur I =]0, +o0[
Et aussi la fonction f, : @ — Inz est dérivable sur I =|0, +o0]
Donc f = f; X f, est dérivable sur I =]0, +oo] .
Et on a (Vz €]0, +o0) :
x—1 ’
/ — 1
1= () me)
1 /
(o
x
1\’ /
= (1 — 7> Inz + <1 — f) (Inz)
x x
1 1\ 1
= <0+7> Inz + <1—7> —
x x
1 1 1
= —Sshzr+ i
r—1+Inz g(z)
- x? T a2
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Done (¥z €0, +ool)  f'(x) = 42

b) Déduisons que la fonction f est décroissante sur |0, 1] et que la fonction f est croissante
sur [1, +oof.
On a (Vz €]0,+o00[) , f'(z) = gi;c)
Donc le signe f’(x) est celui de g’ ()
e Comme g(z) < 0 pour tout z €0, 1]

D’ou (Vz €]0,4+00[) f'(x) <0

‘donc : f est décroissante sur |0, 1]. ‘

e Comme g(z) > 0 pour tout z € [1,+o0|

Dot (Vx € [1,+00[) f'(x) >0

‘donc : f est croissante sur [1, +o0]. ‘

c) Dressons le tableau des variations de f.

z 0 1 +00
[ () - 0 +
+00 +o00
(Cy) T —
0
0.75 pt 3 - Construisons, la courbe (Cy). (on admettra que (C}) possede un seul point d’inflexion dont

I’abscisse est comprise entre 1,5 et 2)

0 11 12

1 Inx
0.75 pt 4 - a) Montrons que H : x 5(111 x)? est une fonction primitive de la fonction h : z - ——
x
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0.5 pt

sur ]0, 400 [
On a H est dérivable sur |0,4+o00[ ( comme le produit de deux fonction dérivables ) et

on a vV €]0,+oo| :
(@) = = (2)?) = 1 1_lz_
H(:U>—2((ln:c)) —2><2(lnx)><x_ " = h(x)

‘Donc : H est une fonction primitive de la fonction h sur |0, +oo [ ‘

e

1 1

b) Montrons que : / 224z = -
. T 2

On a:

1 1
= i(lne)2 — 5(111 1)
—1><1 x 0
2 2
1
2

e
1 1
Donc:/ ﬁdx:f
. T 2

e
c) Montrons, a 'aide d’une intégration par parties, que : / Inzdxr =1
1

U(x)=Inz U(z)=1
On pose : donc

e e
/ Inzdx = [z lnx]i / 1dz
1 1

= eln(e) — 1In(1) — [2]°

=e—e+1=1

e
Donc : / Inzdx =1
1

1
5 - a) Vérifions que : f(x) =Inx — e pour tout z de l'intervalle I =0, +o0[
x

https://steinmath.com 10/11 Option PC & SVT
than yesterday, tomorrow better than today



https://steinmath.com

Session : RATTRAPAGE 2011

0.5 pt

Soit = €]0,4o00[ , on a :

Donc : f(z) = lnm—m%

b) Montrons que 'aire du domaine plan limité par la courbe (C/), I'axe des abscisses et les
droites d’équations x = 1 et = = e est égale a 0, 5cm?.
Soit A 'aire du domaine plan limité par la courbe (C), 'axe des abscisses et les droites
d’équations xr =1et z =¢e
On sait que A = /e |f(z)|dz x u.m.s
Comme f est Croiséante sur [1, +o0|

Doncsi 1 <z <ealors f(1) < f(x) < f(e)

1 —1 1
DoncOﬁf(:U)gl—gcarf(e):(ee >lne:1—g

Donc Vz € [1,e] on a f(z) > 0 et |f(x)| = f(x)

Donc :

1
Donc A = ich
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