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Session : Normal 2011

Mathématiques

Exercice 1 : (2.5 pts)

1 - a) Résolvons dans R l’équation suivante : 𝑥2 + 4𝑥 − 5 = 00.5 pt

On a : Δ = 42 −4×1×(−5) = 36, donc l’équation admet deux solutions réelles distinctes.

𝑥1 = −4 +
√

36
2 × 1

= 1 et 𝑥2 = −4 −
√

36
2 × 1

= −5

D’où : 𝑆 = {−5; 1}

b) Résolvons dans ]0; +∞[ l’équation suivante : ln (𝑥2 + 5) = ln(𝑥 + 2) + ln 2𝑥1 pt

On a 𝑥 ∈]0, +∞ [ donc 𝑥 > 0 donc 𝑥2 + 5 > 0 et 𝑥 + 2 > 0 et 2𝑥 > 0

ln (𝑥2 + 5) = ln(𝑥 + 2) + ln 2𝑥 ⇔ ln (𝑥2 + 5) = ln[(𝑥 + 2)2𝑥]

⇔ 𝑥2 + 5 = (𝑥 + 2)2𝑥

⇔ 𝑥2 + 5 = 2𝑥2 + 4𝑥

⇔ 𝑥2 + 4𝑥 − 5 = 0
Donc (d’après la question 1)𝑎− 𝑥 = −5 ou 𝑥 = 1, or 𝑥 > 0 donc 𝑥 = 1

D’où 𝑆 = {1}

2 - Résolvons dans ]0; +∞[ l’inéquation suivante : ln 𝑥 + ln(𝑥 + 1) ≥ ln (𝑥2 + 1)1 pt

On a 𝑥 ∈]0, +∞ [ donc 𝑥 > 0 donc 𝑥2 + 1 > 0 et 𝑥 + 1 > 0

ln 𝑥 + ln(𝑥 + 1) ≥ ln (𝑥2 + 1) ⇔ ln[𝑥(𝑥 + 1)] ≥ ln (𝑥2 + 1)

⇔ 𝑥(𝑥 + 1) ≥ 𝑥2 + 1

⇔ 𝑥2 + 𝑥 ≥ 𝑥2 + 1

⇔ 𝑥 ≥ 1

Or 𝑥 > 0. D’où 𝑆 = [1, +∞[

1/8 Option PC & SVT

Yas
sin

e E
lam

ri

T  than yesterday, tomorrow better than today
https://steinmath.com

https://steinmath.com


Session : Normal 2011

Exercice 2 : (3 pts)

Considérons la suite (𝑈𝑛) définie par : 𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛
5 + 8𝑈𝑛

∀𝑛 ∈ ℕ et 𝑈0 = 1

1 - Montrons que : 𝑈𝑛 > 0 ∀𝑛 ∈ ℕ0.5 pt

3 Pour 𝑛 = 0 on a 𝑈0 = 1 donc 𝑈0 > 0

3 Soit 𝑛 ∈ ℕ supposons que 𝑈𝑛 > 0 et montrons que 𝑈𝑛+1 > 0

On a 𝑈𝑛 > 0 donc 8𝑈𝑛 > 0 et 5 + 8𝑈𝑛 > 5 > 0 donc 𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛
5 + 8𝑈𝑛

> 0

D’après le principe de démonstration par récurrence : ∀𝑛 ∈ ℕ; 𝑈𝑛 > 0

2 - Considérons la suite (𝑉𝑛) définie par : 𝑉𝑛 = 1
𝑈𝑛

+ 2 ∀𝑛 ∈ ℕ

a) Montrons que (𝑉𝑛) est une suite géométrique de raison 5 puis exprimer 𝑉𝑛 en fonction1.5 pt

de 𝑛

Montrons que 𝑉𝑛+1 = 5𝑉𝑛.

𝑉𝑛+1 = 1
𝑈𝑛+1

+ 2 = 1
𝑈𝑛

5 + 8𝑈𝑛

+ 2 = 5 + 8𝑈𝑛
𝑈𝑛

+ 2

= 5
𝑈𝑛

+ 8𝑈𝑛
𝑈𝑛

+ 2 = 5
𝑈𝑛

+ 8 + 2 = 5 ( 1
𝑈𝑛

+ 2)

D’où 𝑉𝑛+1 = 5𝑉𝑛

Alors (𝑉𝑛) est une suite géométrique de raison 5 de premier terme 𝑉0 = 1
𝑈0

+ 2 = 3

En suite : ∀𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝑉𝑛 = 𝑉0 × 5𝑛 = 3 × 5𝑛

b) Montrons que 𝑈𝑛 = 1
3 × 5𝑛 − 2

∀𝑛 ∈ ℕ et Déduisons lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛1 pt

𝑉𝑛 = 1
𝑈𝑛

+ 2 ⇔ 1
𝑈𝑛

= 𝑉𝑛 − 2

⇔ 𝑈𝑛 = 1
𝑉𝑛 − 2

⇔ 𝑈𝑛 = 1
3 × 5𝑛 − 2

D’où 𝑈𝑛 = 1
3 × 5𝑛 − 2

∀𝑛 ∈ ℕ

Donc lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛 = lim
𝑛→+∞

1
3 × 5𝑛 − 2

= 0 car lim
𝑛→+∞

5𝑛 = +∞ et 5 > 1.

D’où lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛 = 0
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Exercice 3 : (5 pts)

1 - Résolvons dans ℂ l’équation : 𝑍2 − 18𝑍 + 82 = 01 pt

On a Δ = (−18)2 − 4 × 1 × 82 = −4 = (2𝑖)2

Donc l’équation admet deux solutions complexes conjuguées :

𝑧1 = 18 + 2𝑖
2

= 9 + 𝑖 et 𝑧2 = 𝑧1 = 9 − 𝑖

D’où 𝑆 = {9 − 𝑖; 9 + 𝑖}

2 - Considérons, dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct (O, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑢 , ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑣 ), les points

𝐴(𝑎 = 9 + 𝑖), 𝐵(𝑏 = 9 − 𝑖) et 𝐶(𝑐 = 11 − 𝑖)

a) Montrons que : 𝑐 − 𝑏
𝑎 − 𝑏

= −𝑖 puis déduisons que le triangle 𝐴𝐵𝐶 est isocèle et rectangle1 pt

en 𝐵.

3 On a 𝑐 − 𝑏
𝑎 − 𝑏

= 11 − 𝑖 − 9 + 𝑖
9 + 𝑖 − 9 + 𝑖

= 2
2𝑖

= 1
𝑖

Donc 𝑐 − 𝑏
𝑎 − 𝑏

= −𝑖

3 On a 𝑐 − 𝑏
𝑎 − 𝑏

= −𝑖 donc ∣ 𝑐 − 𝑏
𝑎 − 𝑏

∣ = | − 𝑖| ⇔ |𝑐 − 𝑏|
|𝑎 − 𝑏|

= 1 ⇔ 𝐵𝐶
𝐵𝐴

= 1 donc 𝐵𝐶 = 𝐵𝐴

Et on a 𝑐 − 𝑏
𝑎 − 𝑏

= cos 𝜋
2

− 𝑖 sin 𝜋
2

= cos (−𝜋
2

) + 𝑖 sin (−𝜋
2

)

Donc 𝑐 − 𝑏
𝑎 − 𝑏

= cos (−𝜋
2

) + 𝑖 sin (−𝜋
2

)

Or ( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴; ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐶) ≡ arg 𝑐 − 𝑏
𝑎 − 𝑏

[2𝜋], donc ( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴; ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐶) ≡ −𝜋
2

[2𝜋]

D’où le triangle 𝐴𝐵𝐶 est isocèle et rectangle en 𝐵

b) Écrivons 4(1 − 𝑖) sous forme trigonométrique.0.5 pt

On a |4(1 − 𝑖)| = 4|1 − 𝑖| = 4
√

2

4(1 − 𝑖) = 4
√

2 ( 1√
2

− 𝑖 1√
2

)

= 4
√

2 (
√

2
2

− 𝑖
√

2
2

)

= 4
√

2 (cos 𝜋
4

− 𝑖 sin 𝜋
4

)

= 4
√

2 (cos (−𝜋
4

) + 𝑖 sin (−𝜋
4

))

D’où 4(1 − 𝑖) = 4
√

2 (cos (−𝜋
4

) + 𝑖 sin (−𝜋
4

))

c) Montrons que : (𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏) = 4(1 − 𝑖) puis déduisons que 𝐴𝐶 × 𝐵𝐶 = 4
√

21 pt

3 On a (𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏) = (11 − 𝑖 − 9 − 𝑖)(11 − 𝑖 − 9 + 𝑖) = (2 − 2𝑖)2 = 4(1 − 𝑖)

D’où (𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏) = 4(1 − 𝑖)

3 On a |(𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏)| = |4(1 − 𝑖)| ⇔ |(𝑐 − 𝑎)||(𝑐 − 𝑏)| = 4
√

2

⇔ |(𝑐 − 𝑎)||(𝑐 − 𝑏)| = 4
√

2

⇔ 𝐴𝐶 × 𝐵𝐶 = 4
√

2

D’où 𝐴𝐶 × 𝐵𝐶 = 4
√

2
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d) Soit 𝑧 l’affixe de point 𝑀 du plan et 𝑧′ l’affixe du point 𝑀 ′ image du point 𝑀 par la1.5 pt

rotation de centre 𝐵 et d’angle 3𝜋
2

.

Montrons que : 𝑧′ = −𝑖𝑧 + 10 + 8𝑖 puis vérifions que l’affixe du point 𝐶′ image du point

𝐶 par la rotation 𝑅 est 9 − 3𝑖.

3 𝑅(𝑀) = 𝑀 ′ ⇔ 𝑧′ − 𝑏 = 𝑒
𝑖
3𝜋
2 (𝑧 − 𝑏)

⇔ 𝑧′ − 𝑏 = (cos(3𝜋
2

) + 𝑖 sin(3𝜋
2

))(𝑧 − 𝑏)

⇔ 𝑧′ = −𝑖(𝑧 − 9 + 𝑖) + 9 − 𝑖

⇔ 𝑧′ = −𝑖𝑧 + 9𝑖 + 1 + 9 − 𝑖

D’où 𝑧′ = −𝑖𝑧 + 10 + 8𝑖

3 Vérifions que l’affixe du point 𝐶′ image du point 𝐶 par la rotation 𝑅 est 9 − 3𝑖
𝑅(𝐶) = 𝐶′ ⇔ 𝑐′ = −𝑖𝑐 + 10 + 8𝑖

⇔ 𝑐′ = −𝑖(11 − 𝑖) + 10 + 8𝑖

⇔ 𝑐′ = −11𝑖 − 1 + 10 + 8𝑖 = 9 − 3𝑖

D’où 𝑐′ = 9 − 3𝑖

Problème  : (9.5 pts)

Partie I

Considérons la fonction 𝑔 définie sur ℝ par : 𝑔(𝑥) = (1 − 𝑥)𝑒𝑥 − 1

1 - a) Montrons que 𝑔′(𝑥) = −𝑥𝑒𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ0.5 pt

𝑔′(𝑥) = (1 − 𝑥)′𝑒𝑥 + (1 − 𝑥)(𝑒𝑥)′

= −𝑒𝑥 + (1 − 𝑥)𝑒𝑥

= 𝑒𝑥(−1 + 1 − 𝑥)

D’où 𝑔′(𝑥) = −𝑥𝑒𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

b) Montrons que 𝑔 est décroissante sur [0, +∞[ et croissante sur ] − ∞; 0] puis vérifions que0.75 pt

𝑔(0) = 0

3 On a 𝑔′(𝑥) = −𝑥𝑒𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ alors le signe de 𝑔′(𝑥) est celui de −𝑥 car 𝑒𝑥 > 0 ∀𝑥 ∈

ℝ

Pour 𝑥 ∈ [0, +∞ [ on a −𝑥 ≤ 0 alors 𝑔′(𝑥) ≤ 0

Donc 𝑔 est décroissante sur [0, +∞[

Pour 𝑥 ∈] − ∞; 0] on a −𝑥 ≥ 0 alors 𝑔′(𝑥) ≥ 0

Donc 𝑔 est croissante sur ] − ∞; 0]

3 Vérifions que 𝑔(0) = 0

On a 𝑔(0) = (1 − 0)𝑒0 − 1 = 1 − 1 = 0
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2 - Déduisons que 𝑔(𝑥) ≤ 0 ∀𝑥 ∈ ℝ0.5 pt

On a 𝑔 est continue sur ℝ

Puisque 𝑔 est décroissante sur [0, +∞[ et croissante sur ] − ∞; 0] donc 𝑔(0) est le maximum

de 𝑔 sur ℝ c’est-à-dire 𝑔(𝑥) ≤ 𝑔(0) ∀𝑥 ∈ ℝ or 𝑔(0) = 0

D’où 𝑔(𝑥) ≤ 0 ∀𝑥 ∈ ℝ

Partie II

Considérons la fonction 𝑓 définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) = (2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 𝑥 et (𝐶) est la courbe représentative

de 𝑓 dans le repère orthonormé (𝑂; ⃗𝑖; ⃗𝑗) (unité : 1 𝑐𝑚)

1 - a) Montrons que lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞0.5 pt

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 𝑥

=-∞
car lim

𝑥→+∞
(2 − 𝑥) = −∞, lim

𝑥→+∞
𝑒𝑥 = +∞ et lim

𝑥→+∞
−𝑥 = −∞.

b) Montrons que lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)
𝑥

= −∞ puis Déduisons que (𝐶) admet au voisinage de +∞ une0.75 pt

branche parabolique de direction à déterminer.

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)
𝑥

= lim
𝑥→+∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 𝑥
𝑥

= lim
𝑥→+∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥

𝑥
− 𝑥

𝑥

= lim
𝑥→+∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥

𝑥
− 1

= lim
𝑥→+∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥

𝑥
− 1

=-∞

Car lim
𝑥→+∞

(2 − 𝑥) = −∞ et lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
= +∞.

Alors
(𝐶) admet une branche parabolique au direction celle de l’axe des ordonnées au

voisinage de +∞
2 - a) Montrons que lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = +∞ et calculons lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) + 𝑥0.75 pt

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 𝑥

= lim
𝑥→−∞

2𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 − 𝑥

=+∞
Car lim

𝑥→−∞
2𝑒𝑥 = 0 et lim

𝑥→−∞
𝑥𝑒𝑥 = 0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) + 𝑥 = lim
𝑥→−∞

2𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 − 𝑥 + 𝑥

= lim
𝑥→−∞

2𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥

=0
Car lim

𝑥→−∞
2𝑒𝑥 = 0 et lim

𝑥→−∞
𝑥𝑒𝑥 = 0
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b) Montrons que la droite (𝐷) ∶ 𝑦 = −𝑥 est une asymptote oblique à (𝐶) au voisinage de0.25 pt

−∞

On a lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (−𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) + 𝑥 = 0

D’où la droite (𝐷) ∶ 𝑦 = −𝑥 est une asymptote oblique à (𝐶) au voisinage de −∞

3 - a) Montrons que 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∀𝑥 ∈ ℝ.0.5 pt

𝑓 ′(𝑥) = (2 − 𝑥)′𝑒𝑥 + (2 − 𝑥) (𝑒𝑥)′ − 𝑥′

= −𝑒𝑥 + (2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 1

= 𝑒𝑥(−1 + 2 − 𝑥) − 1

= 𝑒𝑥(1 − 𝑥) − 1

= 𝑔(𝑥)

D’où 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔(𝑥)

b) Interprétons géométriquement le résultat 𝑓 ′(0) = 00.25 pt

On a 𝑓 ′(0) = 𝑔(0) = 0 donc (𝐶) admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0

c) Montrons que 𝑓 est strictement décroissante sur ℝ et dresser le tableau des variations de0.5 pt

la fonction 𝑓

On a 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∀𝑥 ∈ ℝ et 𝑔(𝑥) ≤ 0 ∀𝑥 ∈ ℝ Donc 𝑓 ′(𝑥) ≤ 0 ∀𝑥 ∈ ℝ

D’où 𝑓 est strictement décroissante sur ℝ

𝑥 −∞ +∞

𝑓 ′(𝑥) −

𝑓(𝑥)
+∞

−∞

4 - Montrons que l’équation 𝑓(𝑥) = 0 admet une solution unique 𝛼 dans ℝ et que 3
2

< 𝛼 < 20.5 pt

(on admettra que 𝑒 3
2 > 3)

On a la fonction 𝑓 est continue et strictement décroissante sur R, de plus 𝑓(R) = R donc

0 ∈ 𝑓(R).

D’après le T.V.I. l’équation 𝑓(𝑥) = 0 admet une solution unique 𝛼 dans ℝ

Or 𝑓(3
2

) × 𝑓(2) = [(2 − 3
2

)𝑒
3
2 − 3

2
] × [(2 − 2)𝑒2 − 2]

= (−2)(1
2

𝑒
3
2 − 3

2
)

= −𝑒
3
2 + 3 < 0

Donc 3
2

< 𝛼 < 2
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5 - a) Résolvons dans ℝ l’équation 𝑓(𝑥) + 𝑥 = 0 et déduisons que (𝐶) et (𝐷) se coupent au0.5 pt

point 𝐴(2; −2)

𝑓(𝑥) + 𝑥 = 0 ⟺ (2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 𝑥 + 𝑥 = 0

⟺ (2 − 𝑥)𝑒𝑥 = 0

⟺ 2 − 𝑥 = 0

⟺ 𝑥 = 2

Donc (𝐶) et (𝐷) se coupe au point 𝐴(2; 𝑓(2)), or 𝑓(2) = −2 donc 𝐴(2; −2)

b) Étudions le signe de 𝑓(𝑥) + 𝑥 sur ℝ.0.25 pt

On a 𝑓(𝑥) + 𝑥 = (2 − 𝑥)𝑒𝑥, or 𝑒𝑥 > 0 ∀𝑥 ∈ R, alors le signe de 𝑓(𝑥) + 𝑥 est celui de

2 − 𝑥.

𝑥

𝑓(𝑥) + 𝑥

−∞ 2 +∞

+ 0 −

c) Déduisons que (𝐶) est au-dessus de (𝐷) sur ] − ∞; 2[ et en-dessous de (𝐷) sur ]2; +∞[.0.25 pt

On a ∀𝑥 ∈]−∞; 2[∶ 𝑓(𝑥)+𝑥 > 0, alors (𝐶) est au-dessus de (𝐷) sur l’intervalle ] − ∞; 2[

Et on a ∀𝑥 ∈]2; +∞[∶ 𝑓(𝑥)+𝑥 < 0, alors (𝐶) est en-dessous de (𝐷) sur l’intervalle ]2; +∞[

6 - a) Montrons que (𝐶) possède un seul point d’inflexion de coordonnées (0; 2)0.5 pt

On a 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∀𝑥 ∈ ℝ

Donc 𝑓 ′′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) ∀𝑥 ∈ ℝ

𝑓 ′′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 0

𝑓 ′′(𝑥) ≥ 0 ∀𝑥 ∈] − ∞; 0] et 𝑓 ′′(𝑥) ≤ 0 ∀𝑥 ∈ [0; +∞[

Donc (𝐶) possède un seul point d’inflexion d’abscisse 0 et 𝑓(0) = 2

D’où (𝐶) possède un seul point d’inflexion de coordonnées (0; 2)

b) Construisons la droite (𝐷) et la courbe (𝐶) dans le même repère (𝑂; ⃗𝑖; ⃗𝑗).1 pt

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−3

−2

−1

1

2

3

0

(D) (C)
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7 - a) Montrons, à l’aide d’une intégration par parties, que :∫0
−1

(2 − 𝑥)𝑒𝑥𝑑𝑥 = 3 − 4
𝑒

.1 pt

Calculons ∫0
−1

(2 − 𝑥)𝑒𝑥𝑑𝑥

Posons 𝑢(𝑥) = 2 − 𝑥 donc 𝑢′(𝑥) = −1

𝑣′(𝑥) = 𝑒𝑥 donc 𝑣(𝑥) = 𝑒𝑥

∫
0

−1
(2 − 𝑥)𝑒𝑥𝑑𝑥 = [(2 − 𝑥)𝑒𝑥]0−1 − ∫

0

−1
−𝑒𝑥𝑑𝑥

= 2 − 3𝑒−1 + [𝑒𝑥]0−1

= 2 − 3
𝑒

+ 1 − 1
𝑒

D’où ∫0
−1

(2 − 𝑥)𝑒𝑥𝑑𝑥 = 3 − 4
𝑒

b) Déduisons, en 𝑐𝑚2, l’aire du domaine plan délimité par la courbe (𝐶), la droite (𝐷) et0.25 pt

les droites d’équations 𝑥 = −1 et 𝑥 = 0.

On sait que la courbe (C) est au-dessus de la droite (D) sur l’intervalle [−1; 0]

𝐴 = ∫
𝑒

1
𝑓(𝑥) − (−𝑥)𝑑𝑥 × 1𝑐𝑚 × 1𝑐𝑚

= ∫
𝑒

1
(𝑓(𝑥) + 𝑥) 𝑑𝑥 𝑐𝑚2

= ∫
𝑒

1
(2 − 𝑥)𝑒𝑥𝑑𝑥 𝑐𝑚2

= (3 − 4
𝑒

) 𝑐𝑚2

D’où 𝐴 = (3 − 4
𝑒

) 𝑐𝑚2

FIN
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