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Exercice 1 : (3 pts)
On considere dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, 7 %), les points A(0, —2,0),
B(1,1,—4) et C(0,1,—4) et la sphere (S) d’équation 2% +y? + 22 —2x — 4y — 62— 11 =0
0.5 pt 1 - Montrons que le centre de la sphere (5) est le point £2(1, 2,3) et son rayon est R = 5.
22+ 42220 —4y—62—11=02?> 20 +1+9y? —4y+22+22—-62+32-1-4-9-11=0
SE-1)2+@y—22+(2—-32-25=0
S(x—12+(y—2)2+(2—3)% =52
‘ Donc le centre de la sphere (S) est le point (1,2, 3) et son rayon est R = 5. ‘
1 pt 2 - a) e Montrons que ABAAC = 47 + 3k

Comme AB(xp—x4,Yyp—Ya,2p—24) €t AC(xo—Ta,¥c—Ya 2¢c—24)

cest-a-dire  AB(1—0,1— (—2), —4 —0) et  AC(0—0,1—(—2),—4—0)

Donc AB(1,3,—4) et AC(0,3,—4)

3
—4 —4

1 0
—4 —4
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3 3

B

J +

s

o

Alors ABAAC =

= (3% (—4) —3x (—4))i — (1 x (—4)—0x (—4))j + (1 x3—3x0)]

=0i +4j +3k
D’olt ABANAC =45 + 3k

ABAAC =4 +3k

e Déduisons que 4y +3z+8=0 est une équation cartésienne du plan (ABC).
On sait que AB A AC est un vecteur normale & le plan (ABC).
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Donc (ABC): 4y+32z+d=0
puisque le point A € (ABC), donc 4y, +3z4+d =0; clest-a-dire d =
—4y, — 324
Alors d=—-4x(—2)—3x0=38
‘ Dou 4y+32+4+8=0 est une équation cartésienne du plan (ABC)). ‘
0.5 pt b) e Calculons d(Q,(ABC))
4 3 8 4x24+3x2+8 25
Ona  d(Q,(ABC)) = Yoets2 s 2x2H5X218 2
V42 + 32 V25 5
Donc d(Q, (ABC)) =5
[D'oir  d(®,(ABC)) =5
e Déduisons que le plan (ABC) est tangent & la sphere (.5).
comme d(Q,(ABC))=5=R
‘Donc le plan (ABC') est tangent a la sphére (5). ‘
3 - Soit (A) la droite passant par le point 2 et perpendiculaire au plan (ABC).
rz=1
0.5 pt a) Démontrons que y=2+4t (t ¢ R) est une représentation paramétrique de
z=3+3t
(A).
Comme la droite (A) est perpendiculaire au plan (ABC'), alors
ABAAC est un vecteur directeur a la droite (A), et puisque on a Q € (A)
Alors QM=tABAAC; avec (t€R) et M(z,y,z) € (A)
T—xq =0t z—1=0 r=1
Donc <¢y—y,=4t (teR) = Jy—2=4 (teR) = qy=2+4 (t€R)
z—2q =93t z—3=3t z2=3+3t
z=1
D’ou y=2+4t (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A).
z=3+3t
0.25 pt b) Démontrons que le triple des coordonnées de H point d’intersection de la droite (A) et

le plan (ABC') est (1,—2,0)
Comme 4yy+3z5+8 =4x(—2)+3x0+8 =—-8+8 =0, alors H(1,—2,0) € (ABC)
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z=1
Pourt = —1,ontrouveque y=2—4=—2 (teR) ; Clest-a-dire H(1,-2,0) €
2=3-3=0
(A)
‘Donc H(1,—2,0) est le point d’intersection de la droite (A) et le plan (ABC’).‘
0.25 pt c) Vérifions que H est le point de contact du plan (ABC) et la sphere (.5).
Ona  QH = \/(zg —2Q)?+ (yy — yo)? + (2 — 20)?
= VA-1)2+((-2)-22+(0-3)
= V25
Donc QOH = R
Alors Q € (5), et puisque H € (ABC) et que le plan (ABC) est tangent a la sphére (5)
‘D’ofl H est le point de contact du plan (ABC) et la sphere (). ‘
Exercice 2 : (3 pts)
1 pt 1 - Résolvons dans 'ensemble des nombres complexes € I'équation 22 — 83z +64 =0
Comme le discriminant de I’équation est A = (—8 \/§)2 —4x64=-64<0
8v3—iv64
Donc zl—f—21—:4\/§—4 et 2y =7 =43+ 4i
D’oti I’ensemble des solution de I’équation est S = {4/3 — 4i,4/3 + 4i}
2 - On considére, dans le plan muni d’un repeére orthonormé direct (O, 4, 9), les points A, B et
C d’affixes respectives : @ = 8i, b =43 —4i et ¢ =2 (4 V3 + 4i). Soient z I’affixe du point
4
M et 2’ Paffixe du point M’ image de M par la rotation R de centre O et d’ongle g
1 3
0.5 pt a) Montrons que 2 = ( — zf) z
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0.25 pt

0.75 pt

. 4
On sait que R(M)=M' <& 2 =w+e?(z—w), avec ng et w=0

(
— (cos (+ Z) isin (n+ 5))
(

b) Vérifions que le point B est I'image du point A par la rotation R.

Soit le point A" d’affixe a” 'image du point A par la rotation R, on a donc

Donc a =b

Alors les points A’ et B sont confondus.

’D’oﬁ le point B est I'image du point A par la rotation R.

a—b 1 V3

c—p 279

c) e Montrons que
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1.25 pt

a—b 8i — (4V/3 — 4i) 43412 —/3+43i
c—b  2(4V3+4i)—(4V3—4i)  4V3+12 V343
—(v3—30)?
(V3 +30) (V3 = 3i)
(3—6iv3—9)
349

_ 6+6iV3
12

a—2>b 1 V3

7_|_717

c—b:2 2

Donc

a—b_}
c—b 2

D’ou + z\f

L a— . .
e Ecrivons le nombre sous forme trigonométrique.

Cc —

St () i)

d) Déduisons que le triangle ABC' est équilatéral.

Comme 2_2:;+i\g§:COS (§>+isin (g)

a—2>b

c—

Donc

‘ =1; Cclest-a-dire |a—b|=|c—10b|, alors AB= BC (1)

Et puisque (BC ,BA ) =arg (a—b> [27], donc (BC ,BA)=

5 [2n]

‘D’aprés (1) et (2) le triangle ABC' est équilatéral. ‘

Exercice 3 : (3 pts)

Une urne contient huit boules portées les nombres suivants: 1 —1—-1—-2—-2—-2—-3—-3
( les boules sont indiscernables au toucher )

On tire au hasard, successivement et sans remise deux boules de I'urne.

1 - Soient A et B deux événement tels que
A : 7 tirer deux boules portant le nombre 2”

B : "tirer deux boules dont une au moins porte le nombre 3 ”
3
28
Soit € 'univers, et comme le tirage est successive et sans remise, donc

a) e Montrons que P(A)

Card(Q) = A2 =8 x 7 =56

(2)
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d(A
Et puisque les boules sont indiscernables au toucher, donc P(A) = S’ZTdEQ;
r

Pour obtenir deux boules portant le nombre 2, on a Card(A) = A2=3x2=6

.. _C’ard(A)_ 6 3
Do P(A)=F10@) ~ 56
_13
T

Pour obtenir au moins une boule porte le nombre 3; c’est a dire

e Montrons que P(B)

- soit obtenir la premiere boule porte 3 et la deuxi¢me est contre 3, donc il y a A} x A} possibilités.
- soit obtenir la deuxiéme boule porte 3 et la premiére est contre 3, donc il y a AL x Al possibilités.
- soit obtenir les deux boules portant le nombre 3, donc il y a A% possibilités.

Donc Card(B) = A} x A} + AL x AL + A2 =2A) x Al + A3 =26

. _ Card(B) 26 13
Do P(B)=F700@) ~ 56

2 - Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de boules portant un

nombre impair.

0.25 pt a) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire X.
Les boule tirées La valeur de X
Il n’y a pas de boule porte un nombre impair X=0
Il y a une boule porte un nombre impair X=1
Les deux boules portant un nombre impair X=2
15
1 pt b) Montrons que P(X =1)= %8
On a Card(X = 1) = 2A} x Al = 30 (puisque on a 5 boules portant un nombre
impair)
Card((X=1) 30 15
D PP —1) = —— —~ — — = —
N )=~ Card®) 56 28
0.75 pt ¢) Donnons la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
e (X = 0) signifier de tirer deux boules portant le nombre 2.
3
Donc P(X=0)=P(A) = 28
. . " 15
e D’apres la question précédente P(X =1) = %5
e Ona Card(X =2)=A%2=20
card(X=2) 20 5
one P )= —eard©) 56 14
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3 15| 5
P(X = — | = | =
X=2) 5| & | u
Exercice 4 : (3 pts)
UO — 1
Soit (u,,) une suite numérique définie pour tout n dans IN par 3u
y n
un+1 _ 21 +Un
0.5 pt 1 - Montrons que wu, > 0, pour tout n de IN.
Pour n=0,ona wuy=1et1l>0,doncu, >0, alors la proposition est vraie pour n =0
Supposons que u,, > 0 pour n fixé de IN, et montrons que wu,_ ;>0
D’apres I’hypothese de récurrence, on a u,, > 0, donc 3u, >0 et 21+wu, >0
3u,, N
Alors M+, >0, dou wu, ;>0
D’apres le raisonnement de récurrence, on a w,, > 0 pour tout n de IN. ‘
0.75 pt 2 - Montrons que  u, ., < = Un, POUT tout n de IN.
1 3u 1 21u u, (21 +u 21u, — 21u,, — (u,, )
Soit (7’L c IN) D Uy = Uy = n — —u, = n o n( + n) — n n ( n)
7 21 +w, 7 721 4+ u,,) 721 4+ u,,) 721 4 u,,)
— <u7l>2
7(21 4+ u,,)
On sait (Vn € IN) >0, d (W) . Cest-adi L, <0
n sait que n ;U onc —————— ; Clest-a-dire wu,.,—-u
r v 21 +u,) Tl
Dot w, ., < zu,, pour tout n de IN.
0.75 pt 3 - e Montrons que la suite (u,,) est décroissante.
1 1
Comme (VneN); wu, >0,donc (VnelN); ~Un <wu, et puisque wu, ;< ~Un
Alors  (YneN); wu, ., <u,
‘ D’ou la suite (u,,) est décroissante. ‘
e Déduisons que la suite (u,,) est convergente.
Comme la suite (u,,) est minorée par 0 et aussi décroissante.
‘Alors la suite (u,,) est convergente. ‘
1 n
0.75 pt 4 - a) Montrons par récurrence que u,, < (5) , pour tout n de IN*.
https://steinmath.com 7/12 Option PC & SVT
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0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.25 pt

3 3
Pourn=1,ona u; = Yo _ °
214wy, 22
nty o 0! i .
et comme -] == c’est-a-dire wu; < - donc la proposition est vraie pour
n=1
1\" 1 n+1
Supposons que u,, < <?> pour n fixé de IN, et montrons que w,, ,; < <§>
1 "
D’apres la question 2), ona  u,,; < = lUn et comme u, < <?>
L1\ 1\
Donc  wu, ;< - <?> (car w,, >0), dou u,, < <?)

n
D’apres le raisonnement par récurrence u,, < <?) , pour tout n de IN*

b) Déterminons la limite de la suite (u,,).
1 n
Comme 0<u, < <?> , pour tout n de IN*

1\" 1
et lim<?> =0 (Car O<?<0>

‘Donc limu, = 0‘

Probléme : (8 pts)
PARTIE I

On considere la fonction numérique g définie sur ]0, +oo[ par g(z) = 23 —x —2Inz + 3.
1- a) Vérifions que 323 —2 —2 = (z—1)(32% + 3z + 2), pour tout x de I'intervalle ]0, +-o0[
Soit z €]0,400[ ; (z—1)(32% + 32 +2) =323 + 322 + 20 — 32% — 3x — 2

=323 —1—2

Donc 323 —x —2 = (z — 1)(322 + 3z + 2), pour tout x de I'intervalle ]0, +oo[

(x—1)(32* + 32+ 2)

b) Montrons que g¢'(z) = , pour tout z de l'intervalle |0, 4+o0] .

On sait que g est dérivable sur |0, 4+o00[; comme la somme des fonctions dérivables sur

2 3 —x-—2
10,+00], etona (Vz €]0,+o0]); g/(m):3m2—1—7:i
x x

D’apres la question précédente, on a  32® — 2z —2 = (x — 1)(32% + 3z + 2)

(z —1) (322 + 3z + 2)

Donc (Vz €]0,+o0[); ¢'(z) = -

322 + 3z +2
2 - a) Vérifions que syt sr 2 > 0, pour tout x de l'intervalle |0, +o0] .
T

D’abord, résolvons 1'équation (E) : 322 +3z+2=0
Le discriminant de I’équation (E) est A =3?>—4x3x2=-15<0

Donc 322 + 3x + 2 > 0, pour tout = de l'intervalle 0, +o00l, et puisque = >0
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

1 pt

322 + 3z +2
Alors ST ST 2 > 0, pour tout z de l'intervalle |0, +o0]
z

b) Déduisons que le signe de ¢’(z) est celui de = — 1 sur ]0, +o0].
(z—1) (322 + 3z + 2) . 32 + 3w +2
ot 2o U2
x x

Ona (Vx€]0,+[); 4¢'(z)= >0

‘Donc le signe de ¢’(z) est celui de = — 1 sur |0, +o0. ‘

3 - a) Montrons que la fonction g est décroissante sur l'intervalle ]0, 1] et croissante sur l'inter-
valle [1, +o0].

Si x€]0,1], alors 0<x <1, donc x—1<0; parsuite ¢ (x) <0

‘Donc la fonction g est décroissante sur l'intervalle |0, 1] ‘

Si xe€[l,+o0], alors x>1, donc z—12>0; parsuite ¢ (x)>0

‘Donc la fonction g est croissante sur l'intervalle [1, —i—oo[‘

b) Déduisons que g(x) > 0, pour tout x de ]0, +oo[ ( remarquer que g(1) > 0)
On a la fonction g est décroissante sur l'intervalle ]0,1] et croissante sur l'intervalle
[1,+00][. Donc g admet une valeur minimale absolue en 1.

Alors (Vx €]0,400[); g(x) > g(1), et puisque ¢(1) >0

‘D’oﬁ (Vz €]0,+<]); g(x) > O‘

PARTIE IT
N . "y z—1+Inx )
On considere la fonction f définie sur |0, +oof par  f(z) = 2 — 1+ ——5——, et soit (C) sa
x
courbe représentative dans un repére orthonormé (0,7,7)  (On prendra || 7 ||=|| j ||= lem)
i 9()
1- e Montrons que  f’(z) = =—~, pour tout x de ]0, +00[
x

On sait que f est dérivable sur |0, +oo], alors  (Vz €]0, +0o0]) ;

(1+ 1)2? —2z(z — 1+ In(x)) N (x 4+ 1)z —2z(x — 1+ In(z))

f/(x> =1+ v =1 !
g x+1—2x—|—32—2ln(m))
x
_2®—x+3—2In(x)
= =
: g(x)
Donc [ (z) = 5

e Déduisons que la fonction f est croissante sur I'intervalle ]0, 4-o00].
Ona (Vz €]0,+[); 2>>0 et g(z) >0 (dapres la question 3 —a) dans la partie

Y
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Donc (Vz €]0,400[);  f'(z) >0
‘ Alors la fonction f est croissante sur U'intervalle ]0, +o00[ ‘
0.5 pt 2 - a) Montrons que hn’(l) flz) =—
Tr—r
x>0
1
Comme limr—1=-1 et limin(zr)=—-0c0 et lim— =+o0
x—0 xz—0 x—0 €T
x>0 x>0 x>0
—1+41
Donc lingLZH@ = —o00, par suite linolf(x) = —00
z— €T T—
x>0 x>0
‘ D’ou (C') admet une asymptote verticale a droite d’équation = = 0. ‘
— 141 l
0.75 pt b) e Montrons que lim Lﬂ(@ =0 (On rappel que lim n(;:) =0)
T—+00 x Totoo T
—1+1 1 1 1 1 1
On a limw: lim i———&—n(x): lim ——— + n(a:):O
z—+00 x2 z—toox? 12 x? zotooxr X2 x?
1 l
car lim — =0; lim —— =0 et lim n(QU)—O
T—+oo T T—+00 2 z—too 12
—1+1
Donc lim ~ —2 n(z) 0
T—+00 €T
e Montrons que lim f(z) =400
T—+00
—1+1
Comme  lim Lﬂ(fﬂ) =0 et limz—1=+40c0
T—r+00 T z—+00
—1
Alors  lim x—l—i—x——zlnﬂ:—l—oo
T—+00 X
Donc mEI-Poo f(z) =400
0.5 pt c) Montrons que la droite (A) d’équation y = x — 1 est une asymptote a la courbe (C) au
voisinage de 4oc0.
. . . x—1+4In(x)
Comme Il_l)llloo f(x) =400 et xEElOO flz)—(z—1)= xEI-'Poo = 0
Alors la droite (A) : y =x — 1 est une asymptote oblique a (C') au voisinage de +o0. ‘
3 - Montrons que (T') : y = 3(z — 1) est une équation de la droite tangente a la courbe (C') au
0.5 pt point de coordonnées (1,0).
1
On sait que fest dérivableen 1, etona  f'(1)= % =3
Donc (T): y=f'(1)(x—1)+ f(1), et comme f(1)=1—-1+ %511(1) =0
‘Alors y = 3(x — 1) est une équation de la droite tangente a (C) au point de coordonnées (1,0). ‘
4 - Construisons la droite (A) et la courbe (C') (on admettra que la courbe (C) possede un
0.75 pt point d’inflexion unique dont on ne demande pas de déterminer)
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5 &
4 =+
3 =+
2 —+
1 =+
-3 —'2 -1 0 ?
()
75 =+
- o . ¢ In(z) 2
1 pt 5 - a) En utilisant I'intégration par partie, montrons que 2 dr=1— -
1
u'(z) = 5 u(z) =—1
On pose =
v(x) = Inx v (z)=1
Donc / ln(w)dx _ _In(z) _/ _—1d _ |- n(z) 1 _ —ln(e) 1 n In(1 N 1
| P 3 x? x x e e 1 1
1 1
12
B e
°l 2
D’ou / n(f)dle—f
o 7 e
b) Montrons que A l'aire du domaine plan limité par la courbe (C') , la droite (A) et les
1
0.5 pt deux droites d’équations £ =1 et x =e est égale a (1 — E) cm?.
On sait que A= / |f(z) — (z — 1)|dx X u.s.m
1
—1+1
Et puisque f(z) —(x—1) = :c——i;n(x)’ alors
x
si 1<z<e = (0<z—1<e—1 e 0<In(z)<1)
Donc (Vx € [l,e]); f(z) — (z—1) > 0, alors (Vz € [L,e]); |f(x) —(z —1)] =
https://steinmath.com 11/12 Option PC & SVT
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x—1+In(z)

5 , par suite
x

A :/ |f(x) — 2z + 1|dz X u.s.m
1

Donc A=
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