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Exercice 1 : (3 pts)

Dans l’espace muni d’un repére orthonormé direct (O,f,f,%) ; on considére les points A(—1,0,3);

B(3,0,0) et C(7,1,-3) et (S) la sphére d’équation x2 + y? + 22 — 6z — 2y — 15 =0

ITp— T4y To—TA
1 - on sait que AB Yg —Ya et AC Yo — Ya
ZB—ZA ZC_ZA

Donc AB 0 et AC 1

Alors

0 1
-3 —6

-3 —6

D’oil AB A AC = 3i + 05 + 4k

Soit M (z,y, z) € (ABC), et on sait que AB A AC est un vecteur normal & (ABC).

Donc les deux vecteurs AM et ABA AC sont orthogonaux ; c’est & dire AM. (E A E’) =0
z+1 3

ou AM y et ABAAC 0
z2—3 1

Donc m.(EAE):3($+y)+0y+4(2—3):3x+4y—9

Alors 3r+4y—9=0

D’ou ’équation cartésienne du plan (ABC) est (ABC): 3z +4y—9=0
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0.5 pt 2- Ona (9): 22+y?*+22—6x—2y—15=0, donc
224+ y? + 22 —62—2y—15 =0
(22 —6x4+9)+ (y* —2y+1)+22—15—-9—-1 =0
(x—3)2+(y—1)2+(2—0)2 =25
Alors (S) est la sphere de centre © (3,1,0) et de rayon R = /25 =5
3 - Soit (A) la droite passant par le point Q0 et perpendiculaire au plan (ABC).
0.5 pt a) Soit M (z,y,2) € (A), et on a Q€ (A). Donc QM est un vecteur directeur a (A).
et on a AB A AC est un vecteur normal & (ABC).
Puisque (A) est perpendiculaire & (ABC), donc QM et AB A AC sont colinéaires ;
c’est & dire JdteR Wzt(ﬁ/\ﬁ)
x—3 3 r—3 = 3t
ou QM y—1 et ABAAC 0|, donc y—1 =0t ;VteR
z—0 4 z—0 = 4t
r = 3t+3
Alors représentation paramétrique de la droite (A) est  (A) : y = 1
z = 4t
1 pt b) Soit M (x,y,z) € (A)[(S), donc
x = 3t+3
Y = 1
z = 4
=32+ (y—12+(2—0)2 = 25
Alors
(3t+3—3)2+(1—-1)2+(4—0)? = 25
9t* 4 16t = 25
25t2 = 25
t? =1
t = 41
r=3x14+3=6
e Pourt=1,o0na y = 1 donc FE(6,1,4)
z = 4x1=4
z=3x(-1)+3=0
e Pourt=-1,0ona y = 1 donc F(0,1,—4)
z = 4x(—1)=-4
D’ou la droite (A) coupe la sphere (S) aux deux points F (6,1,4) et F(0,1,—4).
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Exercice 2 : (3 pts)
1 pt 1- Ona 22—62+10 =0, donc le discriminant A = b —4ab = (—6)2 —4x1x10=—4 <0
Donc I'équation admet deux solutions complexes conjuguées qui sont
6+ iv4
z] = +2Z\f:3+i et 2g=2;=3—1
Alors  S={3—14,3+1i}
2 - Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (O,€7,€5); on considére les points A,
B et C d’affixes respectives a =3 —i,b =3 +1i et ¢ =7 — 3i.
Soit z Uaffize du point M et 2’ laffixe du point M’ image de M par la rotation R de centre
A et d’angle g
0.5 pt a) Ona R(M)=M’',donc 2 —a=c¢e'(z—a) Alors
"= (cos S +isin ) (z—a)+
= — — — a
z cosg +ising | (z—a
2= 0+ix1)(z—3+1)+3—1i
7 = z—3—14+3—1
Do 2 = iz+2—4i
0.25 pt b) Ona R(C)=C’,donc ¢ =ic+2—4i Alors
¢ =i(7T—3i)+2—4i
¢ = Ti+3+2—4i
Do ¢ = 5+ 3i
1.25 pt c) Ona
¢ —=b 5+43i—-3—i 2+2 2(1+4) (149> 2% i
c—b T—=3i—3—i 4—4i 4(1—i) 2(1—i)(1+4) 2(1+1) 2
d—b 1
D’ot =1l
ou 55
¢d—b 1 1 v v ¢ —b T
Pui = L7 =— — ) QI — == 9
uisque. ——" = 51 2(6052+181n2), donc arg(c_b) 5 [27]
Alors (B—C", BC”) = g [27]
D’ou le triangle BCC’ est rectangle en B.
Et on a
c—bl 1
c—b| 2
=8 1
le—b] 2
BC” 1
BC 2
D'o BC = 2BC’
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1 pt

0.25 pt

1 pt

0.75 pt

Exercice 3 : (3 pts)

Une urne contient cing boules blanches, trois boules rouges et deux boules noires (les boules sont
indiscernables au toucher)
On tire au hasard et simultanément quatre boule de l'urne.
1 - On considere les deux événements
A : Tirer une seule boule rouge
B : Tirer au moins une boule blanche

Ona Card(Q) = C{, = 210, donc

p(A):Card(A) :ng(]?:?,x%:}
Card(Q) 210 210 2
D(B) = Card(B) _ C3 xC3+CExCE+C3xC3+Cf _ 5x10410x10+10x5+5
Card () 210 210
205
~ 210
4
T 42

ou par une autre méthode; on prend I’événement

B : Aucune boule blanche parmi les quatre boules tirées,

—.  Card(B) C? 5 1 — 1 41
By= TN _ =5 _ 0 _ g B)=1-pB)=1— — = —
done p(B) == 0@ ~ 210 ~ 210~ a0 s p(B) p(B) 2 12

2 - Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associer le nombre de boules rouges tirées.
a) On peut obtenir
¢ Aucune boule rouge parmi les quatre boules tirées, donc X =0
¢ Une seule boule rouge parmi les quatre boules tirées, donc X =1
¢ Deux boules rouges parmi les quatre boules tirées, donc X = 2

e Trois boules rouges parmi les quatre boules tirées, donc X = 3

D’ou les valeurs prises par X sont 0, 1, 2 et 3.

b)
Card(X =0 c: 35 1
Card(Q) 210 210 6
(X = )_Card(X:Z) _Cix0C7 3x21 3
P ~ Card(Q) 210 210 10
o - o Card(X=3) CixCr 1x7 1
©) OnapX=1=pA)=5 e pX=3)=—F 0@y ~ 210 ~ 210 30
Donc
k 0 1 2 3
1 1 3 1
X Z Z = _
pX =F) 6 2 10 30
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Exercice 4 : (3 pts)
UO - 2
On considére la suite numérique (u,,) définie par tout n de N par 3u, — 1
un+l - 2un
1- Powrn=0,ona uy—1=2—-—1=1etl>0doncu_1>0
0.75 pt Alors la proposition est vraie pour n = 0
Supposons que u,, — 1 > 0, pour n fixé de N et montrons que u,,.; —1>0
3u, —1 3u, —1—2u u, —1
O — 1= n — 1= n n _ mn >0
naE e 2u,, 2u,, 2u,,
car u,—1>0,etdonc wu, >1
Alors  U,,;—1>0
D’ou u, —1>0; VneN
2 - On considére la suite numérique (v,) définie par v, = 2u — 7 pour tout n de N
Uy, —
1 3u,—1 1 u,,—1 1 1
U - 2u, 2u U, — U, —
1 t S '.t E ]N — n+1 — n —4 n — n — n
P a) o n Up+1 2“n+1 1 233521 1 Gun;3:2un du, — 2 2<2un _ 1)
Donc (VneNN);v, ., = 2n
1
D’ou (v,) est une suite géométrique de raison 7"
1\" ug — 1 1
On sait tout n € N; v, = v ( = A = 2 ==
n sait que pour tout n € IN; v, v0<2> R ou vy 2u0—1 3
. 1 /1\"
D’ou (V’I’LEIN);Un:§<§> i VneN
0.75 pt b) Ona v I donc
i " oy, =1
v, (2u, —1) = u, —1
2v,u, —v, = u, —1
2u,u, —u, = v, —1
un<2vn - 1) = Un — 1
—1
D’o U, = n ; Vn e N
v, —1
1 /1\"
| 11y 5(2)
Puisque v, =—-| =] , donc = -
n 3 n 1 1
2x 4 (5) —1
3\2
1 /71\"
Al li —3<2> _1—0_1—1
ors 1mun—2<1>n =01
-{=] —1
3\2
1 < (1"
Car —1< 3 <1, Cc'estadire lim <§> =0
D’ou limu, =1
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

3 - Soit (w,) la suite numérique définie par w,, = In(u,,) pour tout n € N.

On alimwu, =1, donc limw, =limlnu, =In1 =0 (car la fonction In est continue en 1)

Exercice 5 : (8 pts)
PARTIE 1

On considére la fonction numérique g définie sur R par g(z) = 1+ 4we?®

1 - On sait que la fonction g est dérivable sur R comme le produit de deux fonctions dérivables,

alors :

Ona (Vz € R); g (x) = (42e®) = 42’e® + 4x x (21) € = 4¢>" 4 8xe®* = 8xe?” + 42"

Dou g¢'(z) =42z +1)e**; VzeR
2- Ona ¢(x)=4Q2z+1)e**; VreR

Donc le signe de ¢'(z) est celui de 2z +1  (car €** >0; Vz €R)

1
Puisque 2x+1=0 est équivalent & x = 5 donc le signe de 2z + 1 comme suit
1
x - — +o0
2
2z + 1 a 0 +

1 1
Donc  ¢'(z) > 0; V:L’E[—i,—l—oo[ et g¢'(z)<0; Vaze}—oo,—ﬂ

1 1
D’ou g est croissante sur [—5, ~+00 [, et décroissante sur }—oo7 —2}

1
1 1 2*(**> 2
3-a) Ona g(—§>:1+4x<_§>@ 2) =1 -9 1=1-_2

e

1 —2

D’ou g <—§> 4
e

1
et puisque e ~ 2.7, alors e—2>0. Donc ¢ <—§> >0
1
b) On a g est décroissante sur }—oo, —5}, et croissante sur [—5, 400 [,
1 1
Donc ¢ (—5) est le minimum de g sur R, alors g(z) > g (—5) >0; VzeR

Dou g¢g(x)>0; VzeR
PARTIE IT

On considére la fonction f définie sur R par f(z) = (20 —1)e* +x +1, et (C;) est la courbe

représentative de f dans le repére orthonormé (O,1,75)  (unité : 2cm)
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1 pt 1- Ona lim f(z)= lim 2z —1e* +z+1
r——+00 xr——+00
et puisque lim 2z —1 = 4o00; lim e** =400 et lim z4+1=+00
T—+00 r—+00 T—+00
Donc xgin(m f(x) =400
Ona lim f(z)= lim 2z —1)e** +z+1= lim 2xe*® — e +z+1
Tr—r—00 T—r—00 Tr—r—00
et puisque lim 2ze?* = lim te! =0; lim e?* =0 et lim z4+1=—-c0
Tr——00 t——o0 Tr——00 T——00
Donc lim f(x) =—o00
T——00
2 - On sait que la fonction g est dérivable sur R comme le produit et la somme des fonctions
dérivables sur R, alors :
0.75 pt Ona f'(z)=((2x—1)e**) +2’ = (20 —1)e* + (22 — 1) x (22)'e** +1
= 22T 4 4xe?® — 22T 41
Dou f'(z)=g(x); VzreR
or g¢g(x)>0; VrxeR,donc f'(z)>0; VzeR
D’ou f est strictement croissante sur R.
22 — 1)e?* 1 2¢ 1 1
0.75 pt 3-a) Ona lim L<$): lim Qo —D)e™ + 24 = lim (—x——)e%—kg-i-f
rx—+oco I T——400 x T—+00 X X X
1
= lim (2——)62w+1+—
T—+00 T T
1 1
et puisque lim 2— — =2; lim e?** = +oo et lim 14+ —-=1
T—+00 T T—+00 T—+00 xT
Donc lim @ =+
r—+o00 I
Comme lim f(z) =+oc0 et lim (@) = 400 alors la courbe (€;) admet une parabo-
T—+00 T—+00 €T f
lique parabolique au voisinage de +oo de direction I’axe des ordonnées.
0.5 pt b) Ona lim (f(z)— (x+1)= lim 2z—1)e** +2+1—(z+1) = lim 2xe®*® —e%®
T——00 T——00 T——00
et puisque lim 2ze?* = lim te! =0 et lim e2* =0
T——00 r——00 T——00
Donc lim (f(x)—(x+1))=0
r——00
Comme lim f(z) = —co et lim (f(z)— (z+1)) = 0 alors la droite (A) d’équation
T——00 r——00
y = x + 1 est asymptote a (€C;) au voisinage de —oo.
0.5 pt c) Soit M(z,y) le point d’intersection de la droite (A) d’équation y = x + 1 et la courbe

(€y). Donc x4+ 1= f(z), c'est a dire  f(x) —(x+1)=0
Ona f(x)— (z+1) =0 est équivalent & (22 —1)e®* =0

or e**>0,VxER,donc 20 —1=0
. 1 1 3 , . . :
Dou =z= 3 et y= 3 +1= 3 sont les coordonnées du point d’intersection de

la droite (A) et la courbe (Cy).

Puisque f(z) — (z +1) = 0 est équivalent & (22 — 1)e** = 0, donc le signe de

https://steinmath.com 7/10 Option PC & SVT
than yesterday, tomorrow better than today

J



https://steinmath.com

( )
Session : Normal 2010
f(x)—(z+1)est celuide 2x —1  (car e** >0; Va €R); et lesigne de 2z — 1 est
comme suit
1
T —00 — +00
2
20 — 1 - 0 +
1
Donc f(z) <x+1sur ]—oo, 3 [, alors la courbe (€) est au-dessous de la droite (A)
. i
sur I'intervalle | —oo0, 3|
' 1
et f(z)>ax+1sur }2, +o0 [, alors la courbe (C) est au-dessus de la droite (A\)
11 i
sur 'intervalle 2 +o00].
4 - a) On sait que f est dérivable en 0
0.25 pt Alors I'équation cartésienne de tangente a la courbe (€ ) au point O est
(T) :y = f'(0)(z —0) + f(0)
et puisque f'(0) =1et f(0) =0,donc y==x
D’ot (T') : y = x est I’équation cartésienne de (7') tangente a la courbe (€ ;) au point O.
0.25 pt b) Ona f'(z)=g(z); VreR,donc f’(z)=g(x)=402x+1)e**; VzeR
D’apres la question 2), on a
1 1
f’(z)>0; Vo e [—§,+oo[ et f’(z)<0;Vze ]—oo,—i]
Alors le tableau de variation de la fonction f” est
1
z % —= +o0
2
[ (@) - 0 +
. . . . ) . 1
D’ott La courbe (€ ;) posséde un point d’inflexion d’abscisse —.
0.75 pt 5 -
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6 %
5 41
(A)
e
3 (T)
2 4
/1
—6 -5 —4 -3 -2 O 1 2 3 4 5
1!
9
3l
1
1 pt 6 - a) Pour calculer /2 (22 — 1)e**dx a Paide d'une intégration par parties, on pose
0
1
ulx)=2r—1 et v'(x)=e>* donc u'(z)=2et ov(x)= 56296, alors
1 1 1 1 1
9 1 9 9 1 1 9 9
/2 (2z—1)e**dz = {(21‘ —1) x —€2$i| 2 —/2 2x —e**dx = {(az — 7)62“} 2 —/2 e**dx
0 2 o ko 2 2 o
1
B 1 1,13 1 [1 11 e
_[0 ( 2)] [26 L T2 [26 2}_ >
1
D’ou /2 2z — 1)e**dr =1 — ¢
o 2
0.5 pt b)
2 4
Col/ (A)
1
(T)
ll 10) 1
—1 +

On sait que Graphiquement, 'intégration sert & mesurer une aire, donc ’aire du domaine
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1
plan limité par (C;), la tangente (T') a (C;) et les deux droites z = 0 et © = 3 est une

intégrale. Alors
1

A - /2 [F(@) —al da x [|i] < ]

0

= /2 (f(z) — x)dz x (2cm)?

0

1
(car d’ aprs la figure f(x) > z;Vx € [0, 5])

Donc
1
A = 4/2 (22 —1)e** +1)dz  cm?
0

1 1
= 4/2(2x—1)e2md:c+4/2 ldx cm?
0 0

| =

D’apres la question 6 —a), on a /

(22 — 1)e**dr =1 — E, donc
o 2

Cro|

2

/1:4(1—9)—1—4[3;} cm

2
1 2
:4—2e+4<§—0> cm

Do A = (6 —2¢) em?
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