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Exercice 1 : (3 pts)
On consideére, dans L’espace rapporté & un repeére orthonormé direct (O, 7 Y 7, ?) le point A(2,2,—1),
le plan (P) d’équation 2x + y + 2z — 13 = 0 et la sphere (S) de centre Q(1,0,1) et de rayon 3.
0.75 pt 1 - a) On montre que : 22 + 4% + 22 — 22 — 22 — 7 = 0 est une équation cartésienne de la sphere
(S) puis on vérifie que A € (5) .
e Montrons que : 22 + 32 + 22 — 22 — 2z — 7 = 0 est une équation cartésienne de la spheére
(5).
On a (9) est la sphere de centre €2 et de rayon R = 3. Soit M (z,y, 2) € (S) alors :
QM = R <& QM? = R?
S (2 —20)° +(y—ya)® + (2 —2q)? = 3
S@—-12+9y2+(z—-12=9
S22 +1+9y2+22-224+1-9=0
S +y?+22-20—-2:—7=0
Donc : |22 + y? + 22 — 22 — 22 — 7 = 0 est une équation cartésienne de la sphere (S)
e Vérifions que le point A € (.9).
Ona: QA= /(x4 —10)?+ (Ya —y0)? + (24 — 20)?
=/(2-1)2+22 4 (-1—1)2
=Vitd+4
VG
=3
Donc QA = R‘ D’ou A € (S) ‘
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0.75 pt

0.75 pt

b) On calcule la distance du point © au plan (P) puis en déduire que le plan (P) est tangent
a la sphere (.9).
e Calculons d(Q, (P)).
Ona (P):2x+y+22z—13=0et 2(1,0,1) donc :

_ [2zg 4+ yq + 22 — 13
V2212 1 22

24+ 0+2—13

N 3

(%2, (P))

-9
3
=3

‘Donc 2 d(Q,(P)) = 3‘

e Déduisons que le plan (P) est tangent a la sphere (.59).
Ona:d(Q,(P)=3=R
‘Donc le plan (P) est tangent a la sphere (.5) ‘

2 - Soit (D) la droite passant par le point A et perpendiculaire au plan (P).
a) On montre que : 4(2,1,2) est un vecteur directeur de la droite (D) et que : (6, —6,—3)
est le triple de cordonnées du vecteur QANT

e On a la droite (D) est perpendiculaire au plan (P), alors le vecteur (2, 1,2), normal a

(P), est un vecteur directeur de la droite (D).
e Déterminons les coordonnées du vecteur QA A .

Ona: QA (x4 —2q;Ys —Yq; 24 —2q) donc QA (2—1;2—0;—1—1) d’ou QA4 (1,2,—2)

1 -2
2 2

1 2
2 1

—2
1 2

ey

—

e

J +

e

Donc: QA Au = k

—(2x2+42x1)i —(1x2+2%x2)j +(1x1—2x2)k
=6i —6j —3k

Dot : QA Au = 6i— 65— 3k

|24 A 3]

b) On calcule A puis en déduire que la droite (D) est tangente & la sphere (S) en
u

e Ona: |QANG| =+/62+ (—6)2 + (—3)2 =Bl =9 et |i] = V22 + 12 + 22 = /9 = 3,

|24 A |
don¢c ~—— = % =
I ||
[24 4] . T
e Ona:d(Q,(D)) = A = 3 = R, alors la droite (D) est tangente & la sphere (S)
en A.
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Exercice 2 : (3 pts)

1 - Résolvons dans I’ensemble des nombres complexes C, I’équation : 22 — 6z + 25 = 0
Ona A= (—6)2—4x25=36—100 = —64
Comme A < 0 alors I’équation admet deux solutions conjuguées sont :
—(—6) —iv—A  6—1iV64
zl = =
2 2

Donc : S = {3 —4i;3+ 4i} |

:3_4'Let Z2:£1:3+4Z.

2 - a) On calcule — ¢

puis en déduire que les points A, C' et D sont alignés.

e Ona:

d—c 546i—2—3i
a—c 34+4i—2—3i
3430
1414
~ 3(1+14)
144

=3.

—C

e Puisque =3 eR,

‘alors les points A , C' et D sont alignés |.

b) On montre que le nombre p = 3 + 8i est laffixe du point P image du point A par
Phomothétie h(B, 2).

On a: h(A)zP@ﬁ:gBA

3
S p=3—dit 8
Sp=3—4i+12i

Sp=3+28i

‘ Donc:p:3+8i‘

s
4

- . s —Pp . P
c) On écrit sous forme trigonométrique le nombre complexe puis en déduire que

est une mesure de I'ongle (ﬂ, ﬁ) et que PA = v/2PD.
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e Ona:
d—p 5+6i—3—8i
a—p 3+4i—3—8i
22
4
2(1—d)i
4
14
2
V2 V2 V2
= f(cos() + isin(—))
_[Q T
274
d—np -
Donc : a—p:[g’z]'
e Ona: (PA, PD) E&rg( )[2%].
a—p

Alors : (ﬁfﬁ) = T[2n].
e Montrons que : PA = /2PD
Ona:PA=|a—p|et PD=|d—p|
c'est & dire : PA = | —4i| et PD = |2 — 2i]
Donc:PA:\/Wet PD:m
Alors : PA=4et PD=+4+4= 22 ce qui entraine que V2.PD =4
D'ou: PA=+2.PD

Exercice 3 : (3 pts)

Une urne contient 7 boules noires et deux boules blanches(les boules sont indiscernables au toucher)
On tire au hasard, successivement et sans remise deux boules de I'urne.
Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le nombre de boules blanches restantes dans

I'urne apres le tirage des deux boules.

J

0.5 pt 1 - Déterminons les valeurs prises par la variable aléatoire X.
On tire au hasard, successivement et sans remise deux boules de 1'urne, alors on tire une
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boule blanche, deux boules blanches ou on ne tire aucune boule blanche.
Donc X (2) ={0,1,2}, ou 2 est I'univer de cette expérience aliatoire.
1 7
1.5 pt 2 - Montreons que : P(X =0) = 36 et P(X=1)= 5
e Calculons P(X = 0).
I'evenement (X = 0) c’est tirer deux boules blanches, donc card(X = 0) = A3 = 2 et puisque
card(Q)) = A% = 72 et les boules indiscernables au toucher(Hypotheése d’équiprobabilité)
card(X=
Alors : P(X =0) = 70(17‘((1((2)0) = % = %.
Donc : P(X =0) = 5
e I'evenement (X = 1) c’est tirer une boule blanche et une boule noire.
Donc card(X =1) =241 A2 =2x2x7=28
card(X=1
AIOI'SP(X::L):W:%:%
Donc : P(X =1) = &
1 pt 3 - La loi de probabilité de la variable aléatoire X et 'espérance mathématique F(X).
e La loi de probabilité de la variable aléatoire X.
D’abord 'evenement (X = 2) c’est tirer deux boules noires.
Donc card(X =2) = A2 =42, dou P(X =2) = %jgf) =2=1
I T
PX=z)|=|=<|=
E=n) 5%l wlw
(P(X =0)+P(X.=1) +P(X =2) =1]
e l'espérance mathématique F(X).
Ona:E(X)=0xPX=0)+1xPX=1)+2xP(X=2)
1 7 7
E(X) = —+1X—=+2x-—=
(X) O><36+ X18+ X 75
14
E(X)=—
(X) =5
) L 14
Donc l'espérance mathématique de X est : E(X) = 9
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Exercice 4 : (3 pts)

Soit (u,,) une suite numérique définie pour tout n dans IN par :

uy =0
1+ 4u,
un
7 2u,
1 On vérifie que : Vn e N 1 —u 6(1 — u,) uis on montre par récurrence que
- véri : — -\ mJ :
q n+1 5+2<1_u”>7p b q
vnelN, 1—u, >0.
6(1 —u,)
On vérifi :VnelN 1-— ="
e On vérifie que : Vn Uy iy 52— )
Soit n € IN.
1+4u,
Ona.l—unH—l—?_Zun
7 —2u, —1-4u,
B 7 2u,
_ 6—6u,
5+2-—2u,
o 6(1—w,)
- 5+2(1—u,)
6(1 —u,)
DOHC:(V”EIN);l—Un+1:m.

e On montre par récurrence que : vn € N, 1—u, > 0.
e Pour n =0, 1 —uy =1 > 0 est vraie.

e Soit n € IN, on suppose que 1 —u,, > 0 et on montre que : 1 —u,,_; > 0.
 6(1—w,)

5+2(1—u,)
Alors : 6(1 —w,,) >0et 5+2(1 —u,) >0,

Ona:1l—u,. et 1—wu, >0,

Donc : 1—wu,, 4 >0

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence ;| Vn € N, 1—u, > 0.
_ 2u, —1

u, —1

2 - Soit (v,,) la suite définie par :Vn € IN : v,

a) On montre que : (v,,) est une suite géométrique de raison % puis on exprime v,, en
fonction de n.

e On montrer que : (v,,) est une suite géométrique de raison 6
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Soit n € IN
2 —1
On aw,, = Slhnpr 7 2
Upt1 — 1
2(1 + uy,)
7T —2u,
- 1+4u, 1
7 —2u,
2+ 8u,, — 7+ 2u,
_ 7—2u,
- 1+4+4u, — 7+ 2u,
7—2u,
=5+ 10u,,
- —6+6u,)
~ 5(2u, — 1)
5
= E’Un
PSP . 0
Donc (v,,) est une suite géométrique de raison 6
e On exprime v,, en fonction de n.
R D
Comme (v,,) est une suite géométrique de raison 5
5
Donc : Vn € N;v,, = vy X ¢", ou ¢ = e est la raison de la suite (v,,).
2uy — 1
Pui =0 —=1
uisque v, —
5 n
Alors : Vn € N;v,, = <6>
1 pt b) Montrons que pour tout n € IN :

puis en déduire la limite de la suite (u,,).

e Montrons que pour tout n € IN :
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1 pt

. 2u,, —1 2u,, —2 1
Soit n € N, ona: v, = S, = 4
u, —1 u, —1 u,—1
& 2 1
V. — =
" u, —1
1
& —u, —1
v, — 2 Un
& 1+ 1
u, = =u
" v, — 2 n
14w, —2
& v, =
v, —2
N v, — 1
u,, =
"o, —2
)t =1

(0

. 5\ " 5
e Ona : lim <7> :O,Car—1<6<1,

n—+oo \ 6

Donc : Vn € N;u,, =

Donc : lim wu, = 1
n—-+00 2

Exercice 5 : (2 pts)

2009 .
) sur R et vérifier

1 - Déterminons les fonctions primitives de la fonction : z — 2z (2% — 1

que :

2009 2009
) )

e La fonction z + 2x (w2 —1 est continue sur R, alors la fonction z +—— 2x (w2 —1

admet des fonctions primitives définies sur R

’ 1 /
Etona: 2z (22 — 1)2009 = (22 —1) (22— 1)2009 _ (2010 (a2 — 1>201o>

1
Donc o — —— (2% — 1)2010 + k,

2010

sont les fonctions primitives de la fonction : z — 2x (x2 — 1)2009 sur R.

1
e Ona:xr— 3010 (22 — 1)2010 est la primitive de z — 2z (2? — 1)2009 sur R,
https://steinmath.com 8/12 Option PC & SVT
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Alors :
V2 V2
1
9 2_1 2009 _ 2 _ 1)2010
/1 z (z ) dx 5010 (z ) 1
2010
1
2010
V2
1
Donc: [ 2z (22 —1)* do= —.
onc /1 @ (@ ) B= oo
1 pt 2 - En utilisant 'intégration par parties, montrons que :
2
/ (2r+1)In(z+1) dr =6In3 —2
0
On pose : u(x) =In(z + 1) et v'(x) = 2z + 1, alors : v/ (x) = ] et v(z) = 22 + .
Donc :
2 2
1
/0 (2z+ 1) In(z + 1) dz = [(z* + z) In(z + 1)]§ —/0 ‘xfdjl) dx
2
=61n(3) / x dx
0
912
= 6In(3) — [952]
0
4
—61n(3) — =
61n(3) 5
=6In(3)—2
2
Alors : / (2x 4+ 1)In(z + 1) de = 61n(3) — 2.
0
Exercice 6 : (6 pts)
Soit f la fonction numérique définie sur R par :
e?r —1
o= ()
et soit (C) la courbe représentative de la f dans un repére orthonormé (O, 7, ).
" 1—e2®
0.5 pt 1- a) On vérifie que: f(z) ==z o ) pow tout « de R.
e xX
https://steinmath.com 9/12 Option PC & SVT
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Soit x € R, on a :
e?r — 1
ro =+ (o)
2z _ 2z
_ (¢ (1—e%)
621:(1 + 6—290)
_ 1—e 2
“ O\ e
1—e 2
D : Va € R; =x|—|.
onc : Vz ; f(z) x(e”—kl)
1 pt b) Montrons que la fonction f est paire et que :
_ _26—290
flz)—z= T o2 Pow tout = de R.
e Montrons que la fonction f est paire.
On a Dy =R, alors Vo € R; —z € R et d’aprés la question précedente
1 —e?*
Jzw) = —w (e“ + 1)
e 2% 1
= _—
e +1
= f(z)
‘ Alors f est une fonction paire. ‘
e Montrons que :
_2672m
flz)—z= T3 o2 PoWr tout x de R.
Soit € R, on a :
e?* —1
2z _ 2z
_ ()
e2ac(1 + 6—2:70)
_ 1—e 2 _e 22
-7 e+ 1
B —2xe 2
e 4]
—2xe 2
D : Vx € R; —r=—".
onc: Vr e R; f(z)—x o 1
) Mont . lim f(z) = +oo et lm =2 _ 0 puis en dédui 1
c ontrons que : lim f(z) = +0co et que lim - =T puis en déduire que la
https://steinmath.com 10/12 Option PC & SVT
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droite (D) d’équation y = z est un asymptote a la courbe (C) au voisinage de +oc.

: : 1—e?
e Ona: lim f(z)= lim | ———| =+

T—+00 T—+00 e2r 41
Car: lim z=+ocoet lim e 2* =0
T—+00 T—+00
2re 2"
e Ona: lim ——— =0,

Tr—+00 T—+00

e Ona:VzeR; f(z)—z = pr Y et ngrnoo;_zzﬁ =0, c’est a dire 7CETOO‘]"(m)—$ =0,

Alors : la droite (D) d’équation y = = est un asymptote a la courbe (C') au voisinage de

+00.
0.5 pt 2 - Montrons que la courbe (C') est au-dessous de la droite (D) sur I'intervalle [0, +-o0[.
Ona: Ve e R*: f(x) —2ve
na:Ve fl) —r = ———
’ e 2 +1
Alors : Vz € RT; f(z) —2 <0
Car : —2ze72* <0 et e 2* +1 > pour tout z € R+t
‘Donc : la courbe (C') est au-dessous de la droite (D) sur I'intervalle [0, +o0]. ‘
dxr 1 4 2z
1 pt 3 - a) Montrons que : f'(z) = ¢ + x; pour tout réel x et vérifier que f'(0) = 0.
<€2x + 1)
f est une fonction dérivable sur R comme produit des fonctions dérivables sur R,
rr—x, x> e —letzr— e2® +1
aussi  — 2% 4+ 1 ne s’annulle pas sur R.
Soit x € R, on a :
, e2r — 1\
re=fe ()]
621‘_1 N (621:_1)/(€2x+1)_<62x+1)’(621_1>
= x
e2x +1 (621 + 1)2
621 -1 2621<€21‘ + 1) _ 262a7(€21 _ 1)
4 —|— €T
e2x +1 (62m + 1)2
(e* —1)(e** 4+ 1) 2we’® + 2ze* — 2ze’™ + 2xe*”
(€2 + 1)2 (€2 + 1)2
B el — 1 4 4dze?”
(e2 +1)*
dr 1 4 2z
Alors : Vo € R; f'(z) = ¢ i 1‘26
(621’ e 1)
, e —1+4x0e20 1-1
[ ] f (O) = 2 = 3 = 0
(94 1) 2
‘Alors : f/(0) = 0‘
0.5 pt b) MontrOns que : e** — 1 > 0 pour tout z de 'intervalle [0,+oc[ puis en déduire que
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0.5 pt

1 pt

el — 1 + 4xe®® > 0 pour tout = de l'intervalle [0, +o0.

e MontrOns que : e*® — 1 > 0 pour tout = de I'intervalle [0, +oc].

Soit z € [0; +o0[, alors 4z > 0, donc e*® > 1;

‘D’oue“—lZO.‘

e Puisque:pour tout = € [0; +oof;e** —1 >0, et 4xe® > 0;

Donc : Vz € [0; +00; [0, +00[; €4 — 1 + 4ze** > 0.

c) Le tableau de variations de la fonction f sur Uintervalle [0, 4+o00].

x 0 00

+oo

4 - Construisons, dans le repere (O;7; 7), la courbe (C). (on admet que (C) posséde deux points
d’inflexions). La fonction f est paire alors (C) est symétrique par rapport a I’axe des ordon-
nées et admet deux asymptotes obliques : (D) : y = x au voisinage de +oo et (D’) : y = —x

au voisinage de —oo
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