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Session : Normal 2009

Mathématiques

Exercice 1 : (3 pts)

L’espace rapporté à un repère orthonormé direct (O, ⃗𝚤 , ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝚥 , ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑘 ), soient les points 𝐴 (−2, 2, 8), 𝐵 (6, 6, 0),

𝐶 (2, −1, 0) et 𝐷 (0, 1, −1) et soit (𝑆) l’ensemble des points 𝑀 de l’espace qui vérifient
⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐴 . ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐵 = 0 .

1 - Déterminons le triple des coordonnées du vecteur ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐶 ∧ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐷 et en déduire que0.75

𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 0 est une équation cartésienne du plan (𝑂𝐶𝐷)

4 Déterminons le triple des coordonnées du vecteur ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐶 ∧ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐷

On a : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐶 (2; −1; 0) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐷 (0; 1; −1)

D’où : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐶 ∧ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐷 = ∣
−1 1

0 −1
∣ ⃗𝑖 − ∣

2 0

0 −1
∣ ⃗𝑗 + ∣

2 0

−1 1
∣ 𝑘⃗

= ⃗𝑖 − (−2) ⃗𝑗 + (2 − 0)𝑘⃗

= ⃗𝑖 + 2 ⃗𝑗 + 2𝑘⃗

par conséquence : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐶 ∧ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐷 = ⃗𝑖 + 2 ⃗𝑗 + 2𝑘⃗

4En déduire que 𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 0 est une équation cartésienne du plan (𝑂𝐶𝐷)

L’équation cartésienne du plan (𝑂𝐶𝐷) s’écrit sous la forme : (𝑂𝐶𝐷) : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0

Et on a ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐶 ∧ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐷 (1; 2; 2) est un vecteur normal au plan (𝑂𝐶𝐷), donc

(𝑂𝐶𝐷) ∶ 𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 + 𝑑 = 0

Or 𝑂 ∈ (𝑂𝐶𝐷), donc 𝑥𝑂 + 2𝑦𝑂 + 2𝑧𝑂 + 𝑑 = 0, donc 𝑑 = 0

Par conséquence (𝑂𝐶𝐷) ∶ 𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 0

2 - Vérifions que (𝑆) est la sphère de centre Ω(2, 4, 4) et de rayon 60.5

Soit 𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) un point de l’espace
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𝑀 ∈ (𝑆) ⇔ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝐴 . ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝐵 = 0 ⇔ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀 . ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝑀 = 0

𝑒𝑡 𝑜𝑛 𝑎 ∶ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀 (𝑥 − (−2); 𝑦 − 2; 𝑧 − 8) 𝑒𝑡 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝑀 (𝑥 − 6; 𝑦 − 6; 𝑧 − 0)

⇔ (𝑥 + 2)(𝑥 − 6) + (𝑦 − 2)(𝑦 − 6) + (𝑧 − 8)𝑧 = 0

⇔ 𝑥2 − 6𝑥 + 2𝑥 − 12 + 𝑦2 − 6𝑦 − 2𝑦 + 12 + 𝑧2 − 8𝑧 = 0

⇔ 𝑥2 − 4𝑥 + 𝑦2 − 8𝑦 + 𝑧2 − 8𝑧 = 0

⇔ (𝑥 − 2)2 − 4 + (𝑦 − 4)2 − 16 + (𝑧 − 4)2 − 16 = 0

⇔ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 4)2 + (𝑧 − 4)2 = 36 = 62

D’où : (𝑆) est la sphère de centre Ω(2, 4, 4) et de rayon 𝑅 = 6

3 - a) Calculons la distance du point Ω au plan (𝑂𝐶𝐷) .0.5

On a 𝑑(Ω; (𝑂𝐶𝐷)) = |𝑥Ω + 2𝑦Ω + 2𝑧Ω|√
12 + 22 + 22

= |2 + 2 × 4 + 2 × 4|√
9

= |2 + 8 + 8|
3

= |18|
3

= 6

Par conséquence 𝑑(Ω; (𝑂𝐶𝐷)) = 3

b) En déduire que le plan (𝑂𝐶𝐷) est tangent à la sphère (𝑆)0.5

On a : 𝑑(Ω; (𝑂𝐶𝐷)) = 6 = 𝑅

Donc le plan (𝑂𝐶𝐷) est tangent à la sphère (𝑆).

c) Vérifions que : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 . ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 = 0 puis en déduire que le point 𝑂 est le point de0.75

contact de la sphère (𝑆) et le plan (𝑂𝐶𝐷)

4Vérifions que : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 . ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 = 0

On a : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴(−2, 2, 8) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵(6, 6, 0) donc : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 . ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 = (−2) × 6 + 2 × 6 + 8 × 0 =

(−12) + 12 + 0 = 0

Alors ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 . ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 = 0

4En déduire que le point 𝑂 est le point de contact de la sphère (𝑆) et le plan

(𝑂𝐶𝐷)

On a : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 . ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 = 0 donc 𝑂 ∈ (𝑆) et on aussi 𝑂 ∈ (𝑂𝐶𝐷) alors puisque le plan (𝑂𝐶𝐷)

est tangent à la sphère (𝑆) ; en déduire que 𝑂 est le point de contact de la sphère (𝑆) et

le plan (𝑂𝐶𝐷).

Exercice 2 : (3 pts)

Le plan complexe rapporté à un repère orthonormé (𝑂, 𝑢⃗, ⃗𝑣), soient les points 𝐴(𝑎 = 2 − 2𝑖),

𝐵(𝑏 = −
√

3
2

+ 1
2

𝑖) et 𝐶(𝑐 = 1 −
√

3 + (1 +
√

3)𝑖)

1 - Écrivons les deux nombres complexes 𝑎 et 𝑏 sous forme trigonométrique1
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3 On a |𝑎| = √22 + (−2)2 =
√

4 + 4 =
√

8 = 2
√

2, donc 𝑎 = 2−2𝑖 = 2
√

2 (
√

2
2

+ 𝑖 (−
√

2
2

))

Par conséquence 𝑎 = 2
√

2 (cos (−𝜋
4

) + 𝑖 sin (−𝜋
4

))

3 Et On a : |𝑏| =
√√√

⎷
(−

√
3

2
)

2

+ (1
2

)
2

= √3
4

+ 1
4

= 1, donc 𝑏 = −
√

3
2

+1
2

𝑖 = 1 (−
√

3
2

+ 1
2

𝑖)

D’où : 𝑏 = 1 (cos (5𝜋
6

) + 𝑖 sin (5𝜋
6

))

2 - Soit 𝑅 la rotation de centre 𝑂 et d’angle 5𝜋
6

et soit 𝑀 un point d’affixe 𝑧 et 𝑀 ′ d’affixe 𝑧′

l’image de 𝑀 par la rotation 𝑅

a) Montrons que 𝑧′ = 𝑏𝑧0.75

𝑂𝑛𝑎 ∶ 𝑅(𝑀) = 𝑀 ′ ⇔ 𝑧′ − 0 = e𝑖 5𝜋
6 (𝑧 − 0) ⇔ 𝑧′ = (cos (5𝜋

6
) + 𝑖 sin (5𝜋

6
)) 𝑧

⇔ 𝑧′ = 1 (cos 5𝜋
6

+ 𝑖 sin 5𝜋
6

) 𝑧 = 𝑏𝑧

Par conséquence 𝑧′ = 𝑏𝑧

b) Vérifions que le point 𝐶 est l’image du point 𝐴 par la rotation 𝑅 .0.5

On a : 𝑧′ = 𝑏𝑧

𝑏𝑎 = (−
√

3
2

+ 1
2

𝑖) (2 − 2𝑖) = −
√

3
2

× 2 + −
√

3
2

× (−2𝑖) + (1
2

𝑖) × 2 + (1
2

𝑖) × (−2𝑖)

= −
√

3 +
√

3𝑖 + 𝑖 + 1 = 1 −
√

3 + (
√

3 + 1) 𝑖 = 𝑐 (car 𝑖2 = −1)

Donc 𝑅(𝐴) = 𝐶

3 - Mq : arg 𝑐 ≡ arg 𝑎 + arg 𝑏 [2𝜋] puis en déduire un argument du nombre 𝑐0.75

3 Montrons que : arg 𝑐 ≡ arg 𝑎 + arg 𝑏 [2𝜋]

On a : 𝑐 = 𝑏𝑎 donc arg 𝑐 ≡ arg 𝑎𝑏 [2𝜋] ≡ arg 𝑎 + arg 𝑏 [2𝜋]

D’où : arg 𝑐 ≡ arg 𝑎 + arg 𝑏 [2𝜋]

3 En déduire un argument du nombre complexe 𝑐

On a : arg 𝑎 ≡ −𝜋
4

[2𝜋] et arg 𝑏 ≡ 5𝜋
6

[2𝜋] et puisque : arg 𝑐 ≡ arg 𝑎 + arg 𝑏 [2𝜋]

Alors : arg 𝑐 ≡ −𝜋
4

+ 5𝜋
6

[2𝜋]

D’où : arg 𝑐 ≡ 7𝜋
12

[2𝜋]
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Exercice 3 : (3 pts)

Une urne contient trois boules blanches, quatre boules noires et cinq boules rouges indiscernables

au toucher

𝑁 𝑁 𝑁 𝑁𝐵

𝐵 𝐵 𝐵 𝐵

Dans cette exercice, on va utiliser les combinaisons 𝐶𝑝
𝑛

On tire au hasard et simultanément trois boules de l’urne

Donc 𝐶𝑎𝑟𝑑(Ω) = 𝐶3
12 = 12!

3!(12 − 3)!
= 12!

3! × 9!
= 12 × 11 × 10 × 9!

3! × 9!
= 132

6
= 220

1 - On a les deux évènement suivants :1.5

𝐴 : Tirer trois boules en même couleurs

𝐵 : Tirer trois boules de couleurs différentes deux à deux

3 Montrons que : 𝑃(𝐴) = 3
44

L’événement 𝐴 est équivalent a tirer trois boules blanches ou trois boules noires ou trois

boules rouges

Donc : 𝑝(𝐴) = 𝐶𝑎𝑟𝑑(𝐴)
𝐶𝑎𝑟𝑑(Ω)

=
𝐶3

3 + 𝐶3
4 + 𝐶3

5
220

= 1 + 4 + 10
220

= 15
220

Donc 𝑝(𝐴) = 3
44

3 Montrons que : 𝑃(𝐵) = 3
11

L’événement 𝐵 est équivalent a tirer une boule blanche et une boule noire et une boule rouge

Donc : 𝑝(𝐵) = 𝐶𝑎𝑟𝑑(𝐵)
𝐶𝑎𝑟𝑑(Ω)

= 𝐶1
3 × 𝐶1

4 × 𝐶1
5

220
= 3 × 4 × 5

220
= 60

220

Donc 𝑝(𝐵) = 3
11

2 - Soit 𝑋 la variable aléatoire qui à chaque tirage de trois boules associe le nombre de couleurs

que portent ces boules.
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a) Déterminons les valeurs prises par la variable aléatoire 𝑋0.25

å Si les trois boules tirées ont le même couleur, donc 𝑋 peut avoir la valeur 1

å Si les trois boules tirées contient deux couleurs différentes,

donc 𝑋 peut avoir la valeur 2

å Si les trois boules tirées contient trois couleurs différentes,

donc 𝑋 peut avoir la valeur 3

D’où : 𝑋(Ω) = {1; 2; 3}

b) Déterminons la loi de probabilité de la variable aléatoire 𝑋 et calculons l’es-1.25

pérance mathématique 𝐸(𝑋) .

3Déterminons la loi de probabilité de la variable aléatoire 𝑋

å L’événement "𝑋 = 1" est équivalent a tirer trois boules blanches ou trois boules noires

ou trois boules rouges, donc "(𝑋 = 1) = 𝐴"

Alors 𝑝(𝑋 = 1) = 𝑝(𝐴) = 3
44

å L’événement "𝑋 = 2" est équivalent a tirer trois boules dont il ont deux couleurs

différentes, donc "(𝑋 = 2) = (2𝐵 𝑒𝑡 1𝐵̄ 𝑜𝑢 2𝑁 𝑒𝑡 1 ̄𝑁 𝑜𝑢 2𝑅 𝑒𝑡 1𝑅̄)"

Donc : 𝑝(𝑋 = 2) = 𝐶𝑎𝑟𝑑(𝑋 = 2)
𝐶𝑎𝑟𝑑(Ω)

= 𝐶2
3 × 𝐶1

9 + 𝐶2
4 × 𝐶1

8 + 𝐶2
5 × 𝐶1

7
220

= 3 × 9 + 6 × 8 + 10 × 7
220

= 145
220

Alors : 𝑝(𝑋 = 2) = 29
44

å L’événement "𝑋 = 3" est équivalent a tirer trois boules de couleurs différentes, donc

"(𝑋 = 3) = 𝐵"

Alors 𝑝(𝑋 = 3) = 𝑝(𝐵) = 3
11

D’où la loi de probabilité de la variable aléatoire 𝑋

𝑥𝑖 1 2 3

𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖)
3
44

29
44

3
11

3 Calculons l’espérance mathématique 𝐸(𝑋)
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On sait que 𝐸(𝑋) = ∑ 𝑥𝑖 × 𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖)

Donc : 𝐸(𝑋) = 1 × 𝑝(𝑋 = 1) + 2 × 𝑝(𝑋 = 2) + 3 × 𝑝(𝑋 = 3)

= 3
44

+ 2 × 29
44

+ 3 × 3
11

= 97
44

D’où : 𝐸(𝑋) = 97
44

.

Exercice 4 : (2 pts)

𝑂𝑛𝑎 ∶ 𝐽 = ∫
−1

−2
ln(2𝑥 + 6) 𝑑𝑥 et 𝐼 = ∫

−1

−2

𝑥
𝑥 + 3

𝑑𝑥

1 - a) Vérifions que : 𝑥
𝑥 + 3

= 1 − 3
𝑥 + 3

pour tout réel 𝑥 tel que 𝑥 ≠ −30.25

On a : 𝑥
𝑥 + 3

= 𝑥 + 3 − 3
𝑥 + 3

= 𝑥 + 3
𝑥 + 3

− 3
𝑥 + 3

= 1 − 3
𝑥 + 3

D’où : 𝑥
𝑥 + 3

= 1 − 3
𝑥 + 3

; ∀ 𝑥 ∈ R{−3}

b) Montons que : 𝐼 = 1 − 3 ln 20.75

On a : 𝐼 = ∫
−1

−2

𝑥
𝑥 + 3

𝑑𝑥 = ∫
−1

−2
1 − 3

𝑥 + 3
𝑑𝑥 = ∫

−1

−2
1 − 3(𝑥 + 3)′

𝑥 + 3
𝑑𝑥

= [𝑥 − 3 ln |𝑥 + 3|]
−1

−2
= −1 − 3 ln 2 − (−2 − 3 ln 1)

= −1 − 3 ln 2 + 2 = 1 − 3 ln 2
D’où : 𝐼 = 1 − 3 ln 2

2 - Montons que : 𝐽 = −𝐼1

On pose : 𝑈(𝑥) = ln (2𝑥 + 6) et 𝑉 ′(𝑥) = 1

Alors : 𝑈 ′(𝑥) = (2𝑥 + 6)′

2𝑥 + 6
= 2

2𝑥 + 6
= 1

𝑥 + 3
et 𝑉 (𝑥) = 𝑥

D’après la formule de l’intégration par partie :

𝐽 = ∫
−1

−2
1 × ln (2𝑥 + 6)d𝑥 = [𝑥 ln (2𝑥 + 6)]−1

−2 − ∫
−1

−2

𝑥
𝑥 + 3

d𝑥

= −1 × ln 4 − (−2) ln 2 − 𝐼

= − ln 22 + 2 ln 2 − 𝐼

= −2 ln 2 + 2 ln 2 − 𝐼

= −𝐼
D’où : 𝐽 = −𝐼

Problème  : (9 pts)

Soit 𝑓 la fonction numérique définie par : 𝑓(𝑥) = 2 ln (𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2)

Et (𝒞𝑓) sa courbe dans un repère orthonormé (O, ⃗𝚤 , ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝚥 )(unité : 1 cm)
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I- 1- Vérifions que : 𝑒𝑥 − 2

√
𝑒𝑥 + 2 = (

√
𝑒𝑥 − 1)

2
+ 1 pour tout 𝑥 de R puis en déduire

que l’ensemble de définition de la fonction 𝑓 est R et que :0.75

(∀ 𝑥 ∈ R); 1 − 2√
𝑒𝑥

+ 2
𝑒𝑥 > 0

- Vérifions que : 𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2 = (
√

𝑒𝑥 − 1)
2

+ 1 pour tout 𝑥 de R

Pour tout 𝑥 de R on a : 𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2 = (
√

𝑒𝑥)
2

− 2
√

𝑒𝑥 + 1 + 1

= (
√

𝑒𝑥 − 1)
2

+ 1

Alors ∀ 𝑥 ∈ R : 𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2 = (
√

𝑒𝑥 − 1)
2

+ 1

- En déduire que : 𝐷𝑓 = R

𝐷𝑓 = {𝑥 ∈ R/𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2 > 0 𝑒𝑡 𝑒𝑥 ≥ 0} = {𝑥 ∈ R/(
√

𝑒𝑥 − 1)2 + 1 > 0} = R

Alors : 𝐷𝑓 = R

- En déduire que : (∀ 𝑥 ∈ R); 1 − 2√
𝑒𝑥

+ 2
𝑒𝑥 > 0

On a : ∀ 𝑥 ∈ R; 𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2 = (
√

𝑒𝑥 − 1)2 + 1 > 0

Donc : 𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2 > 0 ⇒ 𝑒𝑥(1 − 2
√

𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 2
𝑒𝑥 ) > 0 ⇒ 1 − 2

√
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 2
𝑒𝑥 > 0

(car ∀ 𝑥 ∈ R; 𝑒𝑥 > 0).

D’où : 1 − 2√
𝑒𝑥

+ 2
𝑒𝑥 > 0

2- Calculons : lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) ; puis montrons que : lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = ln 4 et interprétons le0.75

résultat géométriquement

àCalculons : lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

On a : lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2 ln (𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2) = lim
𝑥→+∞

2 ln ((
√

𝑒𝑥 − 1)2 + 1)

= lim
𝑡→+∞

2 ln 𝑡 = +∞ 𝐶𝑎𝑟 lim
𝑡→+∞

ln 𝑡 = +∞

𝐴𝑣𝑒𝑐 𝑡 = (
√

𝑒𝑥 − 1)2 + 1, 𝑜𝑛 𝑎 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑 𝑥 → +∞ ⇒ 𝑡 → +∞

Finalement lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞

àMontrons que : lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = ln 4

On a : lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2 ln (𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2) = 2 ln 2 = ln 4

𝐶𝑎𝑟 lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0 ⇒ lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2 = 2

Donc : lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = ln 4

àL’interprétation géométrique :

On : lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = ln 4 alors (𝒞𝑓) admet une asymptote horizontale d’équation : 𝑦 = ln 4

au voisinage de −∞
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3- a- Montrons que : 𝑓 ′(𝑥) =
2
√

𝑒𝑥 (
√

𝑒𝑥 − 1)

(
√

𝑒𝑥 − 1)2 + 1
et vérifions que : 𝑓 ′(0) = 0 :1

Ona : 𝑓 est dérivable sur R comme composant de deux fonctions dérivables

Et, pour tout 𝑥 deR ; on a : 𝑓 ′ (𝑥) = (2 ln (𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2))
′
= 2

(𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2)′

𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2

= 2
𝑒𝑥 − 2 (𝑒𝑥)′

2
√

𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2
= 2

𝑒𝑥 − 𝑒𝑥
√

𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2
= 2 𝑒𝑥 −

√
𝑒𝑥

(
√

𝑒𝑥 − 1)2 + 1

=
2
√

𝑒𝑥 (
√

𝑒𝑥 − 1)

(
√

𝑒𝑥 − 1)2 + 1

Finalement ∀ 𝑥 ∈ R; 𝑓 ′(𝑥) =
2
√

𝑒𝑥 (
√

𝑒𝑥 − 1)

(
√

𝑒𝑥 − 1)2 + 1

⇒ 𝑓 ′(0) =
2
√

𝑒0 (
√

𝑒0 − 1)

(
√

𝑒0 − 1)
2

+ 1
=

2
√

1 (
√

1 − 1)

(
√

1 − 1)
2

+ 1
= 0

Alors : 𝑓 ′(0) = 0

b- Étudions le signe de
√

𝑒𝑥 − 1 sur R et en déduire que la fonction 𝑓 est

croissante sur l’intervalle [0, +∞[ et décroissante sur l’intervalle ] − ∞, 0] .1

- Étudions le signe de
√

𝑒𝑥 − 1

Soit 𝑥 ∈ R ;
√

𝑒𝑥 − 1 ≥ 0 ⇔
√

𝑒𝑥 ≥ 1 ⇔ 𝑒𝑥 ≥ 1 ⇔ 𝑥 ≥ ln 1 ⇔ 𝑥 ≥ 0

et
√

𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇔ 𝑥 = 0

Alors : ∀𝑥 ∈] − ∞, 0];
√

𝑒𝑥 − 1 ⩽ 0 et ∀𝑥 ∈ [0, +∞[;
√

𝑒𝑥 − 1 ≥ 0

- En déduire que la fonction 𝑓 est croissante sur l’intervalle [0, +∞[ et

décroissante sur l’intervalle ] − ∞, 0]

Le signe de 𝑓 ′(𝑥) sur R est celui de
√

𝑒𝑥 − 1 et puisque ∀𝑥 ∈] − ∞, 0];
√

𝑒𝑥 − 1 ⩽ 0 et

∀𝑥 ∈ [0, +∞[;
√

𝑒𝑥 − 1 ≥ 0

Alors : ∀𝑥 ∈] − ∞, 0]; 𝑓 ′(𝑥) ⩽ 0 et ∀𝑥 ∈ [0, +∞[; 𝑓 ′(𝑥) ≥ 0

D’où : 𝑓 est croissante sur l’intervalle [0, +∞[ et décroissante sur l’intervalle ] − ∞, 0]

4- a- Vérifions que : ∀𝑥 ∈ R 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 2 ln (1 − 2√
𝑒𝑥

+ 2
𝑒𝑥 )0.25

On a : ∀𝑥 ∈ R; 𝑓(𝑥) = 2 ln(𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2) = 2 ln (𝑒𝑥(1 − 2√
𝑒𝑥

+ 2
𝑒𝑥 ))

= 2 ln(𝑒𝑥) + 2 ln (1 − 2√
𝑒𝑥

+ 2
𝑒𝑥 ) = 2𝑥 + 2 ln (1 − 2√

𝑒𝑥
+ 2

𝑒𝑥 )

Donc : 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 2 ln (1 − 2√
𝑒𝑥

+ 2
𝑒𝑥 )
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b- Montrons que : la droite (𝐷) d’équation 𝑦 = 2𝑥 est une asymptote à la0.5

courbe (𝒞𝑓) au voisinage +∞

On a :

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 2𝑥 = 2𝑥 + 2 ln (1 − 2√
𝑒𝑥

+ 2
𝑒𝑥 ) − 2𝑥

= 2 ln (1 − 2√
𝑒𝑥

+ 2
𝑒𝑥 ) = 2 ln 1 = 0

Car : lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 = +∞ ⇒

⎧{{
⎨{{⎩

lim
𝑥→+∞

2√
𝑒𝑥

= 0

lim
𝑥→+∞

2
𝑒𝑥 = 0

⇒ lim
𝑥→+∞

1 − 2√
𝑒𝑥

+ 2
𝑒𝑥 = 1

Donc : lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 2𝑥 = 0

D’où: : (𝒞𝑓) admet une asymptote oblique (𝐷) ∶ 𝑦 = 2𝑥 au voisinage de +∞

5- a) Vérifions que ∀𝑥 ∈ R; 𝑒𝑥 − 3
√

𝑒𝑥 + 2 = (
√

𝑒𝑥 − 1)(
√

𝑒𝑥 − 2)0.25

On a : ∀𝑥 ∈ R; 𝑒𝑥 − 3
√

𝑒𝑥 + 2 =
√

𝑒𝑥2 − 3
√

𝑒𝑥 + 2

On pose :
√

𝑒𝑥 = 𝑡 donc :
√

𝑒𝑥2 − 3
√

𝑒𝑥 + 2 = 0 ⇔ 𝑡2 − 3𝑡 + 2 = 0

Donc : 𝑡 = 1 ou 𝑡 = 2 Alors : 𝑡2 − 3𝑡 + 2 = (𝑡 − 1)(𝑡 − 2)

D’où ∀𝑥 ∈ R; 𝑒𝑥 − 3
√

𝑒𝑥 + 2 = (
√

𝑒𝑥 − 1)(
√

𝑒𝑥 − 2)

b) Étudions le signe de
√

𝑒𝑥 − 2 et de (
√

𝑒𝑥 − 1) (
√

𝑒𝑥 − 2) sur R .0.5

- Étudions le signe de
√

𝑒𝑥 − 2

Soit 𝑥 ∈ R ;
√

𝑒𝑥 − 2 ≥ 0 ⇔
√

𝑒𝑥 ≥ 2 ⇔ 𝑒𝑥 ≥ 4 ⇔ 𝑥 ≥ ln 4

et
√

𝑒𝑥 − 2 = 0 ⇔ 𝑥 = ln 4

Alors : ∀𝑥 ∈] − ∞, ln 4];
√

𝑒𝑥 − 2 ⩽ 0 et ∀𝑥 ∈ [ln 4, +∞[;
√

𝑒𝑥 − 2 ≥ 0

- Le signe de (
√

𝑒𝑥 − 1)(
√

𝑒𝑥 − 2) sur R

𝑥

√
𝑒𝑥 − 1

√
𝑒𝑥 − 2

(
√

𝑒𝑥 −1)(
√

𝑒𝑥 −2)

−∞ 0 ln 4 +∞

− 0 + +

− − 0 +

+ 0 − 0 +

c) En déduire que : 𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2 ⩽
√

𝑒𝑥 pour tout 𝑥 ∈ [0, ln 4] .0.25

( ) 9/11 Option PC & SVT

Yas
sin

e E
lam

ri

T  than yesterday, tomorrow better than today
https://steinmath.com

https://steinmath.com


Session : Normal 2009

On a : ∀𝑥 ∈ [0, ln 4]; (
√

𝑒𝑥 − 1)(
√

𝑒𝑥 − 2) ⩽ 0

Càd : 𝑒𝑥 − 3
√

𝑒𝑥 + 2 ⩽ 0

Donc : 𝑒𝑥 − 3
√

𝑒𝑥 + 2 +
√

𝑒𝑥 ⩽
√

𝑒𝑥

D’où : ∀𝑥 ∈ [0, ln 4]; 𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2 ⩽
√

𝑒𝑥

d) Montrons que ∀𝑥 ∈ [0, ln 4]; 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑥0.5

On a : 0 < 𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2 ⩽
√

𝑒𝑥

Donc ln(𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2) ⩽ ln(
√

𝑒𝑥)

ln(𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2) ⩽ 1
2

𝑥

2 ln(𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2) ⩽ 𝑥

Par conséquence ∀𝑥 ∈ [0, ln 4]; 𝑓 (𝑥) ⩽ 𝑥

6- Construisons la courbe (𝒞𝑓) et la droite (D) dans le repère (O, ⃗𝚤 , ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝚥 )0.75

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

(𝐷
) ∶

𝑦
=

2𝑥

(Δ
) ∶ 𝑦

=
𝑥

(𝐶𝑓)

II- Soit la suite numérique (𝒰𝑛) définie par 𝒰0 = 1 et la relation 𝒰𝑛+1 = 𝑓(𝒰𝑛), pour tout

𝑛 ∈ N

1- Montrons, par récurrence, que 0 ≤ 𝒰𝑛 ≤ ln(4) pour tout 𝑛 de N0.75

3 Pour 𝑛 = 0 on a 𝑢0 = 1 donc 0 ≤ 𝒰0 ≤ ln(4)
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3 Soit 𝑛 ∈ ℕ, supposons que 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ln(4) et on montre que 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ ln(4)

On a 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ln(4) et 𝑓 une fonction dérivable ( d’après la question 2- ) donc continue

et strictement croissante sur [0, ln(4)]

Donc 𝑓 (0) ≤ 𝑓 (𝑢𝑛) ≤ 𝑓 (ln(4)) et puisque 𝑓 (ln(4)) = ln(4), 𝑓 (𝑢𝑛) = 𝑢𝑛+1 et 𝑓 (0) = 0

Alors 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ ln(4)

3 Alors d’après le principe de récurrence on a : 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ln(4), pour tout 𝑛 ∈ ℕ

2- Montrons que la suite (𝒰𝑛) est décroissante0.75

D’après la question 5-b) on a 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑥 pour tout 𝑥 ∈ [0, ln(4)]

Et d’après la question précédente on a 𝑢𝑛 ∈ [0, ln(4)] pour tout 𝑛 ∈ ℕ

Alors 𝑓 (𝑢𝑛) ≤ 𝑢𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ, c’est-à-dire 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ

D’où (𝑢𝑛) est une suite décroissante

3- Déduisons que la suite (𝒰𝑛) est convergente et calculons sa limite1

La suite (𝑢𝑛) est décroissante et minorée par 0

Alors : la suite (𝒰𝑛) est convergente

3 Calcule de lim 𝑢𝑛

Soit 𝑥 ∈ [0, ln(4)] ;

𝑓(𝑥) = 𝑥 ⇔ 2 ln (𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2) = 𝑥 ⇔ ln (𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2) = 𝑥
2

⇔ 𝑒𝑥 − 2
√

𝑒𝑥 + 2 = 𝑒
𝑥
2 ⇔ 𝑒𝑥 − 2

√
𝑒𝑥 + 2 −

√
𝑒𝑥 = 0

⇔ 𝑒𝑥 − 3
√

𝑒𝑥 + 2 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 𝑜𝑢 𝑥 = ln 4 (𝑑′𝑎𝑝𝑟𝑠 𝑙𝑎 𝑞𝑢𝑒𝑠𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐼 − 5 − 𝑏)
Puisque (𝒰𝑛) est décroissante alors ∀𝑛 ∈ N; 𝑢𝑛 ≤ 𝑢0 = 1 donc lim 𝑢𝑛 ≤ 1

D’où lim 𝑢𝑛 = 0

6l

FIN
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