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Exercice 1 : (3.0 pts)

1 - Résolvons dans C ’équation (E): 2?2 —82+17 =0 .
On a le discriminant de ’équation (E) est : A = (—8)?—4 x 17 = —4 = (24)%. Donc I’équation

(F) admet deux racines complexes et conjugués z; et z, :

824
2

D’ot I'ensemble des solutions de I’équation (E) est : ’ S={4—i;4+1i} ‘

2 - a) Montrons que : 2" =—iz— 1+ 3i.
puisque R est la rotation de centre 2 d’affixe w = 1 + 2i et d’angle 6 = 37”
Alors : RIM) =M’ < 7 —w=(z—w)e7"
Or:e¥i= cos(3F) +isin(3) = —i
D’ou :
RM)=M << 22Z=—iz—w)+w
= =—i(z—1-2i)+1+4+2i
= Z=—iz+i—2+142i

Et par conséquent : |2’ = —iz — 1+ 3@"

b) Vérifions que ¢ = —i est ’affixe du point C image du point A par la rotation
R.

On a :

R(A)=C c=—ia—1+3i (a=4+1)

=
— c=—i(d+i)—1+3i
—  c=—4i+1—1+3ii
1

Donc :|¢c = —i
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c¢) v Montrons que : b—c=2(a—c).
Ona:b=8+43i,a=4+ietc=—i Alors:
b—c = 843+

= 844
= 204+ 2)

= 2(4+4+1i—(—1)
v Déduisons que les points A, B et C sont alignés.

Et par conséquent : ’ b—c=2(a—c) ‘

D’apres la question précédente on a : b —c¢ = 2(a — ¢). Donc Z:‘é = 2. D’ou % eER

Et par conséquent : les points A, B et C sont alignés.

Exercice 2 : (3.0 pts)

1 - Montrons que le centre de la sphére (5) est le point /(2,3,—1) et son rayon est
égale a 3.
Soit M (z,y, z) un point de ’espace. On a :
Me(S) <« 224+y*+22—40—6y+22+5=0
= (2 —dx)+ (P —6y)+ (22 +22)+5=0
(x—2)2—4+(y—32—-9+(2+22—-4+5=0
= (-2 -4+ (y—32=9+(:+1)2—14+5=0
(

= (@—22+@wy—-3)2+(=+1)2=9
Donc le centre de la sphére (S) est le point 1(2,3,—1) et son rayon est égale a 3.

<~

2 - a) Montrons que la distance du point I au plan () est /6.
Ona:I(2,3,—1)et (P):ax+2y+2z—1=0. On pose d(I; (P)) la distance du point I

au plan (). Alors :
d([, (j))) _4 |z +2y;+2,—1]

V12422412
|242x3—1—1]
V6
— 18

V6

Et par conséquent la distance du point I au plan (P) est : [d(I;(P)) = V6

b) Déduisons que le plan () coupe la sphére (S5) suivant un cercle (I') de rayon
égale a /6.
On a d = d(I; (?)) = V6 et le rayon de la sphere (S) est R = 3.
Donc d(I;(P)) < R
D’ot le plan () coupe la sphere (S) suivant un cercle (I') de rayon .

Avec r = VR2 —d2 =+/9—6 c.a.d
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0.50 pt 3 - a) Déterminons une représentation paramétrique de la droite (D) passant par
le point I et perpendiculaire au plan (?)
Puisque la droite (D) est perpendiculaire au plan (). Alors, puisque le vecteur 7i(1;2;1)
un vecteur normal au plan (%), c’est un vecteur directeur de la droite (D).
Or le droite (D) passe par le point I. Donc la droite (D) est la droite passant par le
point I et de vecteur directeur le vecteur 7(1;2;1).
D’ot une représentation paramétrique de la droite (D) est le systéme :
r = xrtast
(D):q y = yr+yst EER)
z = zp+zpt
c.a.d
T = 2+t
(D):yy = 3+2t (L€R)
z = —1+t
0.50 pt b) Montrons que le centre du cercle (I') est le point H(1;1;—2)

Le point H le centre du cercle (I') est le projeté orthogonale du point I sur le plan ().

Donc le point H est le point d’intersection de la droite (D) et le plan (P).

D’ou :
=3+2¢
He (D)N(P) <= <yH (t €R)
\‘TH+2yH+ZH_1:0
=342t
= <yH (teR)
ZH:71+t
2+ +2B3+20) + (—1+8)—1=0
K-ZUH:2+t
=3+ 2t
= v (teR)
ZH:_].+t
t=—1
l‘H:l
ZH:—2

Et par conséquent le point H(1;1;—2) est le centre du cercle (T).

(https://steinmath.¢com 3/9
than yesterday, tomorrow better than today

Option PC & SVT

J



https://steinmath.com

( N\
Session : Rattrapage 2008
Exercice 3 : (3.0 pts)
Soit € I'univers des possibilités de cette expérience. Un tirage successive et sans remise de trois
boules de la boite contenant sept boules, est un arrangement de trois éléments parmi sept éléments.
Donc card(§2) = A3 = 210.
1 pt 1 - Déterminons la probabilité d’avoir trois boules blanches
Soit A I’événement d’avoir trois boules blanches. Un tirage successive et sans remise de trois
boules blanches est un arrangement de trois éléments parmi trois éléments.
Donc card(A) = A3 = 24. Et puisqu’on a les boules sont indiscernables au toucher alors
I’hypothese d’équiprobabilité est vérifié et par conséquent P(A) = ig:igé; Dol :| P(A) = 3£ |.
1 pt 2 - Montrons que la probabilité d’avoir trois boules de méme couleurs est %
Soit B I’événement d’avoir trois boules de méme couleurs. Un tirage de trois boules de méme
couleurs est un tirage de trois boules blanches ou de trois boules rouges.
d(B .
Done card(B) = A3 + A} = 30. Alors :P(B) = <2980 Dot : | P(B) = 1|
1 pt 3 - Déterminons la probabilité d’avoir au moins une boule blanche
Soit C' I’événement d’avoir au moins une boule blanche. On a C est 'événement contraire de
I'événement C. c.a.d I'événement d’avoir trois boules rouges. D’ott card(C) = A3 = 6. Donc
5 d(C 5 . 4
P(C) = 29 = 3. Or P(C) = 1— P(C). Alors : | P(C) = 32|,
Exercice 4 : (3.0 pts)
1 pt 1 - Montrons par récurrence que pour tout n de N : u, > 1
v Initialisation : Pour n = 0; on a uy = 2, donc u, > 1.
v Hérédité : Soit n € IN, supposons que u,, > 1 et montrons que u,,,; > 1.0n a :
oU 5u,—2u,—3 _ 3u,—3 3(Up—1) Tyrara 13 N
Uy —1 = ZUA:—S —1= uguig = 2Z:+3' Donc : u,,; —1= 2(Zz+3>. D’apres 'hypothese
n
. 3(u,—1) N
de la récurrence on a u, > 1 donc u,, —1 > 0 et 2u,, +3 > 0. Alors 573 0. c.ad
U1 — 1> 0. Donc u,, ., > 1.
v Conclusion : D’apres le principe de la récurrence pour tout n de IN «,, > 1.
1 pt 2 - a) v Montrons que la suite (v,,) est une suite géométrique de raison ¢ = %
u, —1 _ U —1
Soit n € N. On a v, = — etunﬂ—l:%.Donc:vnH:L—
Unp, " Up41
3(u,—1)
2§Z+3 = 3(1;;171)' Donc : (Vn € N) wu,,; = 2v,. Dol la suite (v,) est une suite
2un13 "
géométrique de raison g = %
v Ecrivons v, en fonction de n.
Soit n € IN. Puisque la suite (v,,) est une suite géométrique de raison ¢ = % Alors
UO - 1 3 n
v, = V9q" = (5) .
Ug
Donc (Vn e IN) v, = %(%)n
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b) v Montrons que pour tout n de N u,, = 27@)” .
5
Soit n € IN.On a :
u, — 1 — 1
v, = v, =1——
1
= —=1-uv,
u, .
_ _1(3\"
<~ 1n
u’ﬂ = n
1—5(3)

En multipliant le numérateur et le dénominateur par 2 on obtient : (Vn € IN)

2
2~(3)"

v Déterminons la limite de la suite (u,,).

2
Ona lim u, = lim () . Donc lim u, =1.

n—+00 n—+oo \ 2 — (%)n n—+00
. 3\" 3
Car HEIJPOO(g) =0 (comme —1<:s< 1).

Probléme : (8.0 pts)

PARTIE T

1 -  Calculons ¢'(z) pour tout = de R

Puisque = — 2z est une fonction dérivable sur R, donc = > 2z et x  e2*

fonctions dérivables sur R. Alors la fonction g est dérivable sur R. Et pour tout x € R :

g(@) = (e —2a)
= (e*) —(22)
= (2z) e*—2
= 2% —2

Donc: (Vx € R) ¢'(z)=2(e**—1)

n

sont deux

v Montrons que la fonction g est croissante sur [0; +o00| et décroissante sur |—oo;0].

Soit z € R. On a :

J()=0 <= ee—-1=0 | ¢g(x)>0 <<= e*—-12>0
= e =1 = e >1
— 2xr=0 — 2x2>0
= z=0 = x>0
Alors le tableau de signe de ¢’ (z) sur R est :
x —00 0 400
g'(x) - 0 +
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Et par conséquent la fonction g est croissante sur [0; +oo[ et décroissante sur |—oo; 0].

0.75 pt 2 - Déduisons que ¢'(z) > 0 pour tout z de R
D’apres la question précédente, le tableau de variations de le fonction g est :
x —00 0 “+00
g'(x) - 0+
g \ /
9(0)
D’apres le tableau de variations de la fonction g, g(0) est une valeur maximale de g sur R.
D’ou pour tout z de R g(x) > ¢g(0). Or g(0) = e2*%—2 x 0 = 1, donc g(0) > 0. Et par
conséquent g’ (z) > 0 pour tout = de R.
PARTIE 11
0.50 pt 1- a) Montrons que lim f(z)=+o0
T——00
Ona:
lim e** — 2z = lim e’ —t (en posant t = 2z)
T——00 t——00
= +oo
Car: lim e!=0et lim t = —o0.
t——o0 t——o0
Donc :
lim f(z) = lim In(e*® —2z) (en posant X = e?* — 2x)
Tr——00 T——00
= lim InX
X—+00
Et par conséquent :
lim f(zx) =400
T——00
f(z) 2z In (ezx — 21’)
0.25 pt b) Montrons que ~* = (67 — 2) —Zi —g,  pour tout x de R* Soit = € R.
@ = In(e* —2x)
On a L e, In ((j’” — Qx)
x e xr __
2x
_ (eh_%)Xln(i ZZE)
z z e*r — 2z
Donc :
2z
oy S _ (e ) In (€27 — 2z)
(Va € R¥) - (% S
0.50 pt c) Montrons que lim @) =0
T——00 I
On a
In (e?* — 2 In (X
Il_}_()@ nézem — 2:cx) = Il_i}r_noo n)(( ) =0 (en posant X = e?* — 2x)
Et :
e2x t
lim — = lim 2— =0 (en posant t = 2x)
T——00 I T——00
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Car: lim e =0et lim t = —o0.
t——o00 t——o00
eQw
Donc : lim ( — 2) =2
T——00 T
xT ln 621 - 2.%'
Comme : (Vo € R*) &) = (i —2) %.Alors | lim @) =0
T T et — 2z rT——00 I
0.25 pt d) Déterminons la branche parabolique de la courbe (€) au voisinage de —c©
Ona: lim f(x)=4o00et lim @) = 0. Alors la courbe (€) de la fonction f admet
T——00 r——00 I
une branche parabolique de direction I’axe des abscisses au voisinage de —oo.
0.75 pt 2 - a) V Vérifions que 1 — 62% > 0 pour tout z de [0;+00]
Soit x € [0; +00[. On a :
2w _ e*® 2
82:1; - e2m
_ gz
eQz
Or, d’apres la premiére partie question 1- a on a g(z) > 0 et on sait que e2* > 0.
Alors : | (Vz € [0;+00]) 1— e% >0
v Vérifions que f(z) =2z + ln( — ;%) pour tout = de [0; 00|
Soit z € [0;400[. On a :
f(z) = In(e?** —2x)
2z 9
= ln[e% 1—— <1—wa>0ete2$>0)
esr (S
= Ine**+1In ( — :%) (Ine?* = 2x)
Donc : | (Vz € [0;+00])  f(x) = 2x+ln< — %)
0.50 pt b) Déduisons que lirfl f(z) =400
T—+00
On a
. 2T !
lim — = lim
z—+o00 2% T—+00 &
2x
t
= lim — (en posant t =2z et on a lim — = —|—oo)
t—+o00 € t—+4oo t
t
=0
D’ou :
2
lim 1—— =1
T ——+00 e<r
Et en posant t =1 — % on trouve :
o2z
. 2x :
lim In <1 — T) =limlnt=In(1)=0
x—+00 e’ t—1
Comme :
lim 2z = +o00
r——+00
D’ou :
e () = #oo
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c)

d)

b)

Montrons que la droite (D) d’équation y = 2z est une asymptote oblique de
la courbe (€) au voisinage de +oco

On a:

. . 2x
i f) =20 =l 1 (1- 57) =0
Alors la droite (D) d’équation y = 2z est une asymptote oblique de la courbe (€) au
voisinage de.

v Montrons que f(z) — 2z <0 pour tout z de [0; +00[
Soit = € [0; +00[. On a :

20 >0et e >0 = 2 >0
o2t

= 1-—2 <1
€

20 =

— ln< —%)SO
e

Or: f(z)—2x = ln( — %) Donc :’ (Vx € [0;4+00]) f(z) — 2z < O‘

v Déduisons la position relative de la droite (D) et la courbe (C) sur [0; +oc].
On a: (Vz € [0;+o0]) f(z) — 22 < 0. C.ad : (Vo € [0;+00]) f(z) < 2x. Donc la courbe

() est au-dessous de la droite (D) sur [0; +ool.
2(e* —1)

e pour tout z de R

Montrons que f'(z) =
Puisque ¢ : © — e2* — 22 est une fonction dérivable et strictement positive sur R.Alors
la fonction f est dérivable sur R.(Comme composé d’une fonction dérivable sur R et la

fonction In). Et pour tout z € R. On a :

Fl@) = (n(g(x)))

2(e? —1)
9(x)
v Etudions le signe de f'(z) sur R

Donc : | (Vz € R) f'(x) =

/

Soit z € R. On a f'(z) = gg((f)). Puisque g(z) > 0 alors le signe de f’(z) est celui de

g (). Or f'(z) =0 < ¢'(x) =0 <= x =0 et d’apres la Partie I Question 1, on a le

tableau de signe de f’(z) sur R est :
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v Donnons le tableau de variations de la fonction f
Le tableau de variations de la fonction f est :
x —00 0 400
[ (@) - 0 +
400 400
f \ O /
1 pt 4 - Construisons de la courbe (€) et de la droite (D)
y/\
T
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