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Exercice 1 : (3 pts)

On considére, dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, 1,79,k >, les deux points

A(0,—1,1), B(1,—1,0) et la sphére (S) d’équation : 22 + y? + 22 —2x — 42+ 2 =10

1- Ona:x2+y2+22—2x—4z+2:0¢>(m—1)2+y2+(2—2)2:\/32

Donc, (S) est la sphere | de centre (1;0;2) et de rayon R = /3
Etona:0?+(=1)24+12-2x0—-4x1+2=0, donc |4 € (5)

2- Ona: 51?(0;—1;1) et OB (1;—1;0)

1 -1 01 o 1|, . . .
Dot : OA AOB = i — i+ F=i+j+k
1 0 10 1 -1

par conséquence : |{OA ANOB (1;1;1)

3- OnaOA ANOB (1;1;1) est un vecteur normal sur le plan (OAB)
donc ’équation cartésienne du plan (OAB) s’écrit sous la forme : z+y+z+d =0aved € R

Or: 0 € (OAB), doncd =0

et done |x + y + z = 0 est une équation cartésienne du plan (OAB)

Calculons la distance du point © au plan (OAB)

|1+ 0+ 2| 3
d(Q; (OAB)) = e = —=
1 ) VIZ+12+12 V3

d(Q;(OAB)) =V3=R

Donc’ le plan (OAB) est tangent & la sphére (S) au point A |puisque A € (S)et A € (OAB)
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Exercice 2 : (3 pts)

1 - On considére dans I’ensemble des nombres complexes C ’équation 22 — 6z + 34 = 0
Le discriminant de cette équation est : A = (—6)? —4 x 1 x 34 = 36 — 136 = —100 = 104>

Alors, ’équation admet deux solutions complexes conjuguées :
 —b+iVA  —(—6) +10i —blivVA  —(—6) — 10i
- 2a 2 2a 2

On peut aussi calculer le discriminant réduit de cette équation :

A" =(=3)? —1x 34 =36—34=—25= 5>

=357

D’o% les solutions : ,
—b" +ivA  —(=3)+5i —b'1livA  —(—=3)—5i
_VAIVA OIS g e, - VIVA Y S
a 1 a 1
Alors I’ensemble des solutions de cette équation est : ‘ S ={3—-5i; 3+5i} ‘

21

€9 ), on considere

ou VVV est :
CigxCi+CgxC3+CF 15x34+6x3+1 |16
Cs B 84 21
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Deuxiéme méthode :: On considere ’événement A : "tirer au moins une boule verte”
L’événement contraire de I’événement A est : A : "tirer trois boules rouges RRR”
— (OF4 20 64 |16
0] A=1—-pA)=1—-—FL =1-"=_—"=| =
nap(4) p(4) 3 $1° 81 |21
1 pt 2 - On tire, au hasard, successivement, et sans remise (I’ordre n’a pas d’importance et il n’y a
pas de répétition) trois boules de I'urne
On va donc utiliser les arrangement sans répétition AP
G . A3 120 |5
La probabilité de tirer trois boules rouges est : — = — =| —
A% 504 21
Exercice 4 : (11 pts)
PARTIE T
Soit g la fonction numérique définie sur |0; +o00] par : g(z) =x —2Inz
0.5 pt 1- a) Soit z € ]0;4o00]
2 T —2
0) "(z)=(r—2nx) =1——=
nagi(z)=(x nz) - z
. , xr—2
0.5 pt b) On sait que ¢'(z) = —— Vz €]0;+00[
x
Donc le signe de ¢’(x) sur 'intervalle |0; +o0] est celui du monéme x — 2
Etona:siz€[2;4o0[=222=2—-220=¢(z) >0
Etsize|0;2]=2<2=>2—2<0=¢'(2)<0
Donc g est ’décroissante sur ]0; 2] et croissante sur [2; —i—oo[‘
comme indiqué dans le tableau suivant :
z 0 2 +00
g'(r) - 0 +
g9(2) =2(1—-1n2)
0.5 pt 2- Onae>2=1>In2=1—-1n2>0,donc g(2) =2(1—-1n2) >0

Et on a g(2) = 2(1 —In2) est une valeur minimale pour la fonction g sur l'intervalle |0; +o00]

au point d’abscisse 2

Alors : VY € ]0; +00] é; ’g(:l:) >g(2)>0 ‘
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PARTIE 1T
On Consideére la fonction numérique f définie sur Pintervalle |0; +oo[ par : f(z) = x — (Inz)?
Et soit (C') sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 7 ,?)
. 1 _ 2y _ : S
0.75 pt 1- Onalimf(z) =lim(z — (Inz)*) = —oo car limInz = [—o0]
x>0 x>0 x>0
La courbe (C') admet une asymptote verticale d’équation x = 0
Int
0.5 pt 2 - a) On poset=+/z,doncz — 400, et tant que lim 2 o
t—+00 tooo ¢
In )2 Inz In (#2 Int?
lim (In z) = lim (IHE) = lim (n( >) = lim <2>< L) :
T—+oo T Z—+00 \/5 t—+o00 t t—+00 t
0.75 pt b) Ona lim f(z)= lim (z— (Inz)?) = Ii o (o) o]
' P na a:%linoo )= xﬁlinoo v e - xﬁlinoo . T g A
1 2
car lim (Inz) =0
T—+00 X 9
o flm) (Inz)*\
Brona lm =7 = tm (1= ) <L)
i - — i — 2 — = 1 — 2 —|
0.5 pt c) Ona ml_l}gloo (f(z)—x) xl—lffoo (x — (Inz)* — ) IETM (Inx)
Et selon la question précédente, la courbe (C') admet ’ une branche parabolique au voisinage
de direction la droite (A) d’équation y = =
0.5 pt d) OnaVze]0;+oo] ; f(z)—2z=—(lnz)>2<0
Donc la courbe ’ (C) est au-dessous de la droite (A) ‘
0.75 pt 3 - a) Soit xz €]0;+00]
/ 21 —21 X
Ona: f'(z)=(z—(nz)?) =1—-2In' () lnz=1— nr_7 nr_ 9(z)
x x x
Et selon le signe de g(z) Partie I, ona f'(z) > 0; Vx € ]0; +o00], donc ’ f est strictement ‘
’(:roissante sur |0; +OOU
0.25 pt b) Le tableau de variations de la fonction f
4y 0 400
f'(x) +
+00
f /
—00
0.5 pt c) Une équation cartésienne de la tangente a la courbe (C') au point d’abscisse 1 est :
y=F(a—1)+f(1) &
0.5 pt 4 - On a f est continue, et strictement croissante sur ]0; +o00]

et = 700 +o¢]) = [ty (o) tim_1(o)| = J-oci 400l = R

x>0

Or 0 € J, donc I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans U'intervalle I = ]0; +o0[
1 1-—

Etpuisque:f(f):f—lz e<0
e e e

N —
SN—

1 1
Et f (§> =5 (In2)2 > 0 (car selon les données : (In2)? <

Alors, selon le théoreme des valeurs intermédiaires, on a | — < a < =
e
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1 pt 5 - Tragons la droite (A) et la courbe (C') dans le repere (O, v ,7)
Prenons : a &~ 0.4948664145, e ~ 2.7 et I(e;e — 1) point d’inflexion pour (C')
$
4
41 R (€)
\)
31
2 1
I(e;e—1)
1 s |
|
| | : | | | | | | |
“1 2 3 4 5 6 17T 8 9
—1
-2+
0.5 pt 6-a) OnaVrel0;+ool; H (z)=(rxlnz—a) =2'lnr—xln’zr—1=hz+1—-1=Ihx
Donc : H : x — xlnx — = est une fonction primitive de la fonction A : x — Inx sur
'intervalle |0; +o00]
e
Et on a / Inxdz = [H(ac)](le =H(e)—H(1)=0—(-1) :
1
0.75 pt b) En utilisant une intégration par parties
e e
/ (Inz)*dz = / Inz X Inxdx
1 1
e
= / H'(z) X Inzdx
! e
= [H(z) ln:c](f —/ H(x)In" zdz
1
e
lnz—
— H(e)lne— H(1)In1 —/ TP e (H(e) =0et Inl=0)
x
o 1
= —/ (Inz —1)dx
he
= —/ Inzdz + (e — 1)
! e
= —1l+4+e—1 (/ Inxdx = 1)
1
-
0.5 pt c) L’aire du domaine plan délimité par la courbe (C), la droite (A) et les deux droites

d’équations r =1 et x = e est :

A= /le F(z) — a|dz = /le (2 — f(2))dz = /le (ne)2dz =[e — 2 ~ 0.7(wa. |
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PARTIE IIT
On considére la suite numérique (u,,) définie pour tout n € IN, par :
Upiy = f(u,) ne€N
0.75 pt 1 - Montrons, par récurrence, que 1 < u,, < 2 pour tout n de IN
w Pour n =0 on a ug = 2, donc 1 < uy < 2
w Soit n € IN
% On suppose que : 1 < u,, <2
% Montrons que : 1 < u,; <2
On sait que f est croissate sur l'intervalle |0; 00|
Donc 1 <u, <2= f(1) < f(u,) < f(2) = 1<y, <2
Car f(2) —2=—(In2)2 < 0= f(2) <2
Alors : ’Vn elN; 1<u, < 2‘
0.5 pt 2- SoitnelN
Onaw, ; —u, = f(u, —u, =—(n (u,))* <0
Donc la suite ’ (u,,) est décroissanth
0.75 pt 3 - (uy,),_ st une suite décroissante et minorée par 1, donc (u,,) est convergente Et on a :
= f est une fonction continue sur l'intervalle [1; 2]
= f est une fonction strictement croissante sur l'intervalle [1; 2]
=< Ona f([1;2]) = [f(1); £(2)] C [1;2]; car f(2) <2
< uy=2¢€[l;2]
= (uy,), _ est une suite convergente de limite /
Dou:l€[1;2];et f(I) =1
Etona: f)=l<l—(nl)’=lehi=0s1=1
Par suite : nglilooun =1
FIN
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