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Limites et Continuité
2BSX
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té

La continuité d’une fonction numérique

La continuité

Continuité en un point

f est continue en a
⇔

lim
x→a

f (x) = f (a)

à droite - à gauche

à droite

f est continue à droite en a
⇔

lim
x→a+

f (x) = f (a)

à gauche

f est continue à gauche en a
⇔

lim
x→a−

f (x) = f (a)

f est continue en a⇔ lim
x→a+

f (x) = lim
x→a−

f (x) = f (a)

Les opérations sur les fonctions continuité

f est continue sur l’intervalle I

I =]a, b[ I = [a, b[ I =]a, b] I = [a, b]

Si f est continue
en tout points de ]a, b[

Si f est continue
sur ]a, b[, et
à droite en a

Si f est continue
sur ]a, b[, et

à gauche en b

Si f est continue
sur ]a, b[, et
à droite en a,

et à gauche en b

f et g sont continues sur I

α f (α∈R)

f + g

f × g

| f |

Sont des fonctions
continues sur IYas

sin
e E

lam
ri
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L’image d’un intervalle par une fonction continue

É L’image d’un segment [a, b] par une fonction continue est le segment [m, M]
où : m= min

x∈[a,b]
f (x) et M = max

x∈[a,b]
f (x)

É L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle

É l’intervalle I et son image f (I) par une fonction continue n’ont pas nécessairement la
même forme

f continue
Strictement
croissante

f continue
Strictement

décroissante)

L’intervalle [a, b]

L’intervalle ]a, b]

L’intervalle [a, b[

L’intervalle ]a, b[

]−∞,+∞[

f ([a, b]) = [ f (a), f (b)]

f (]a, b]) =] lim
x→a+

f (x), f (b)]

f ([a, b[) = [ f (a), lim
x→b−

f (x)[

f (]a, b[) =] lim
x→a+

f (x), lim
x→b−

f (x)[

f (R) =] lim
x→−∞

f (x), lim
x→+∞

f (x)[

L’intervalle [a, b]

L’intervalle ]a, b]

L’intervalle [a, b[

L’intervalle ]a, b[

]−∞,+∞[

f ([a, b]) = [ f (b), f (a)]

f (]a, b]) = [ f (b), lim
x→a+

f (x)[

f ([a, b[) =] lim
x→b−

f (x), f (a)]

f (]a, b[) =] lim
x→b−

f (x), lim
x→a+

f (x)[

f (R) =] lim
x→+∞

f (x), lim
x→−∞

f (x)[
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Théorème des valeurs intermédiaires

C
as

gé
né

ra
lT

.V
.I

f est continue sur [a, b]

pour tout λ
compris entre f (a) et f (b)
∃c ∈ [a, b] / f (c) =λ

l’équation f (x) =λ
admet au moins une
solution dans [a, b]

C
as

pa
rt

ic
ul

ie
r

T.
V.

I

f est continue strictementmonotone sur [a, b]

pour tout λ
compris entre f (a) et f (b)
∃!c ∈ [a, b] / f (c) =λ

l’équation f (x) =λ
admet une solution
unique dans [a, b]

C
as

pa
rt

ic
ul

ie
r
λ
=

0

f est continue strictementmonotone sur [a, b] et f (a). f (b)< 0

Alors 0
compris entre f (a) et f (b)
∃!c ∈ [a, b] / f (c) = 0

l’équation f (x) = 0
admet une solution
unique dans [a, b]

Principe de la méthode de dichotomie -cas f strictement croissante-

f (x) = 0 admet une solution unique α dans ]a, b[

Calculer c= a+b
2

le centre de ]a, b[

f (c)< 0 f (c)> 0

α∈]c, b[ α∈]a,c[

puis en continue comme précédemment
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Continuité de la composition de deux fonctions

D
ér

iv
ab

ili
té

de
g
◦

f

f est définie sur I et g définie sur J J ⊂ f (I)

f est continue en a ∈ I
g est dérivable en f (a)

Alors g ◦ f est continue en a

f est continue sur I
g est dérivable sur f (I)

Alors g ◦ f est continue sur I

Fonctions réciproques > f −1 >

f continue & Strictement
monotone sur I

(C f −1) et (C f ) sont
symétriques p/p à (∆) : y = x

f admet une
fonction réciproque

f −1

Définie sur J = f (I)

f −1 à la même
monotonie sur J

que celle
de f sur I

¨

(∀x ∈ J)( f o f −1)(x) = x
(∀x ∈ I)( f −1o f )(x) = x

¨

f (y) = x
y ∈ I

⇔

¨

f −1(x) = y
x ∈ J

Fonction racine n-ème

x 7→ npx est une fonction réciproque de x −→ xn définie sur R+ vers R+, s’appelle la fonction
racine n-ième
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npx = npy⇔ x = y
npx ≤ y⇔ 0≤ x ≤ yn

�

npx
�n
= x

�

npx
�p
= npx p

lim
x→+∞

npx =+∞

n
p

npx y = npx npy
n
q

x
y =

npx
npy ; (y > 0)

p
p

npx = nppx
npx = nppx p

Si lim
x→+∞

u(x) =+∞ alors

lim
x→+∞

n
p

u(x) =+∞

Si lim
x→+∞

u(x) = l ≥ 0 alors

lim
x→+∞

n
p

u(x) = np
l

2px =
p

x
1px = x

L’expression conjuguai

Ordre 3 :

(∀x ∈R+) (∀y ∈R+) ; 3px− 3py = x−y
3p

x2+ 3px y+ 3py2

(∀x ∈R+) (∀y ∈R+) ; 3px+ 3py = x+y
3p

x2− 3px y+ 3py2

Ordre 4 :

(∀x ∈R+) (∀y ∈R+) ; 4px− 4py = x−y
4p

x3+ 4px2 y+ 4px y2+ 4py3

A remarque qu’on ne peut pas factoriser : x4+ y4

Puissance rationnelle

É Pour tout réel positive x et pour tout entier naturel q non nul on a : qpx = x
1
q

É Soit x un réel positive et r un rationnel (r ∈Q) avec r = p
q où p ∈ Z et q ∈ N∗ on a :

x r = x
p
q = qpx p = ( qpx)p

É x r+r′ = x r× x r′

É x r×r′ = (x r)r
′
= (x r′)r

É x−r = x r = 1
x r (x 6= 0)

É x r−r′ = x r

x r′

É (x y)r = x r× y r

É
�

x
y

�r
= x r

y r (y 6= 0)
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Dérivation
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Résumé
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La Dérivabilité d’une fonction numérique

Dérivabilité

Dérivabilité en un point

f est Dérivable en a
⇔

lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

= f ′(a)∈R

à droite - à gauche

à droite

f est Dérivable à droite en a
⇔

lim
x→a+

f (x)− f (a)
x−a

= f ′d(a)∈R

à gauche

f est Dérivable à gauche en a
⇔

lim
x→a−

f (x)− f (a)
x−a

= f ′g(a)∈R

f est dérivable en a⇔ lim
x→a−

f (x)− f (a)
x−a

= lim
x→a+

f (x)− f (a)
x−a

= f ′(a)

♣ Si f est dérivable en a alors (C f ) ad-

met une tangente en A(a; f (a)) d’équa-

tion : y = f ′(a)(x−a)+ f (a).

(C f )
(T )

a

Af (a)

♣ Si f est dérivable à droite en a

alors (C f ) admet une demi-tangente en

A(a; f (a)) d’équation :
(

y = f ′d(a)(x−a)+ f (a)

x ≥ a

(C f )

(T )

a

Af (a)

♣ Si f est dérivable à gauche en

a alors (C f ) admet une demi-

tangente en A(a; f (a)) d’équation :
¨

y = f ′g(a)(x−a)+ f (a)

x ≤ a

(C f )
(T )

a

Af (a)Yas
sin

e E
lam

ri
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♣ Si f est dérivable à droite en a et à

gauche en a et f ′d(a) 6= f ′g(a)

Alors A(a; f (a)) est un point anguleux

(C f )

(T1)

(T2)

a

Af (a)

♣ Si lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

= 0 la courbe ad-

met au point d’abscisse a une tangente

horizontale d’équation : y = f (a) .

(C f )

(T )

a

Af (a)

♣ Si lim
x→a±

f (x)− f (a)
x−a

= ±∞ alors f n’est pas dérivable à droite (à gauche) en a, Cependant, la

courbe admet au point d’abscisse a une demi-tangente verticale.

(C f )

(T )

a

Af (a)

lim
x→a+

f (x)− f (a)

x−a
=+∞

(C f )

(T )

a

Af (a)

lim
x→a+

f (x)− f (a)

x−a
=−∞

(C f )

(T )

a

Af (a)

lim
x→a−

f (x)− f (a)

x−a
=−∞

(C f )

(T )

a

Af (a)

lim
x→a−

f (x)− f (a)

x−a
=∞
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Les opérations sur les fonctions dérivées

f est dérivable sur l’intervalle I

I =]a, b[ I = [a, b[ I =]a, b] I = [a, b]

Si f est dérivable
en tout points de ]a, b[

Si f est dérivable
sur ]a, b[, et
à droite en a

Si f est dérivable
sur ]a, b[, et

à gauche en b

Si f est dérivable
sur ]a, b[, et
à droite en a,

et à gauche en b

f et g sont dérivables sur I

α f (α∈R)

f + g

f × g

| f |

Sont des fonctions
dérivables sur I

Fonctions dérivées usuelles

La fonction f La fonction f ′ f est dérivable sur I

x 7→ k;;(k ∈R) 0 R

x 7→ xn;;(n∈N∗) x 7→ nxn−1;;(n∈N∗ ) R∗

x 7→
1
x

x 7→ −
1
x2

R∗

x 7→
p

x x 7→
1

2
p

x
R∗+

x 7→ cos x x 7→ −sin x R

x 7→ sin x x 7→ cos x R

x 7→ tan(x) x 7→ 1+ tan2(x) R\{
π

2
+kπ/k ∈Z}
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La fonction Sa fonction dérivé La fonction Sa fonction dérivé

f + g f ′+ g ′
f
g

f ′× g− g ′× f
g2

a f a f ′ f n nf ′× f n−1

f × g f ′g+ g ′ f
p

f
f ′

2
p

f
1
f

−
f ′

f 2
f (ax+ b) a f ′(ax+ b)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R .
Æ Si (∀x ∈ I) ; f ′(x)¾ 0 ( f ′(x)> 0), alors la fonction f est croissante (strictement croissante)
sur I .
Æ Si (∀x ∈ I) ; f ′(x)≤ 0 ( f ′(x)< 0), alors la fonction f est décroissante (strictement décrois-
sante) sur I .
Æ Si (∀x ∈ I) ; f ′(x) = 0, alors la fonction f est constante sur I .

DÉRIVATION DE LA COMPOSITION DE DEUX FONCTIONS

D
ér

iv
ab

ili
té

de
g
◦

f

f est définie sur I et g définie sur J J ⊂ f (I)

f est dérivable en a ∈ I
g est dérivable en f (a)

Alors g ◦ f est dérivable en a

f est dérivable sur I
g est dérivable sur f (I)

Alors g ◦ f est dérivable sur I

(∀x ∈ I);;(g ◦ f )′(x) = f ′(x)× g ′( f (x))

Dérivation de la fonction réciproque
D

ér
iv

ab
ili

té
de

f−
1

f continue et strictement monotone sur I

f est dérivable en a
f ′ ne sannule pas en y = f −1(a)

Alors f −1 est dérivable en a

f est dérivable sur I
f ′ ne sannule pas sur I

Alors f −1 est dérivable sur I

( f −1)′(a) =
1

f ′( f −1(a))

(∀x ∈ I);( f −1)′(x) =
1

f ′( f −1(x))

n
p(∀x ∈]0;+∞[);( npx)′=

1

n
np

xn−1
(∀x ∈ I);( n
p

f (x))′=
f ′(x)

n n
p

( f (x))n−1
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Exercice : 1

1 Calculer les limites suivantes : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3pt)

lim
x→1

3px−1
x−1 ; lim

x→+∞

p
x− 3px+ 4px ; lim

x→2

x−2
3p25+x−3

2 Soit f une fonction définie par :

¨

f (x) =
p

x+2−
p

2−x
x , x 6= 0

f (0) =
p

2
2

Étudier la continuité de f au point x0= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5pt)

3 Simplifier les nombres suivants : A=
q

pp
16× 3p

22

4p
23× 12p2

; B=
Æ

3p81× 3p3
q

3pp
729

. . . . . . . . . . . . . . . . (2pt)

Exercice : 2

Montrer que : ∃!c ∈
�

−1
2 ,0
�

/
p

c+1= −2c
c+1 (utiliser T.V.I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.75pt)

Exercice : 3

On considère la fonction f définie sur R+ par : f (x) = x−2
p

x+1

1 Vérifier que (∀x ∈R+) f (x) =
�p

x−1
�2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5pt)

2 Calculer : lim
x→+∞

f (x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(0.5pt)

3 Étudier la continuité de f sur R+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5pt)

4 Étudier la dérivabilité de f à droite de 0 , puis interpréter le résultat obtenu . . . . . (1.5pt)

a Montrer que : (∀x ∈]0,+∞[) f ′(x) =
p

x−1p
x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5pt)

b Étudier les variations de f sur Df , puis donner le tableau de variations de f . . (1pt)
c Déterminer une équation cartésienne de la droite tangente de la courbe représentative

de f au point d’abscisse 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

5 Soit g la restriction de fonction g sur l’intervalle [1,+∞[
a Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g−1 définie sur un intervalle

J à déterminer. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5pt)
b Dresser le tableau de variations de la fonction g−1

c Montrer que la fonction g−1est dérivable en 1, puis déterminer
�

g−1
�′
(1) . . . . . (1pt)

d Calculer lim
x→4

3px+g−1(x)−5
x−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.75pt)

e Calculer g−1(x) (∀x ∈ J) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1.5pt)
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Exercice : 1 (8 points)

1 Calculer les limites suivantes : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3pt)

lim
x→1

3p5x+3+x−2
q

pp
x−1

; lim
x→+∞

p
x−

3px+1
p

x−1
−

3p5x−2
4px+2

; lim
x→2

x2px+2−8
3p25+x−3

2 Soit f une fonction définie par :















f (x) =
x3− x+2

x−1
; x < 1

f (x) =
3px+
p

x−2
x−1 , x > 1

f (1) = 1
3

Étudier la continuité de f au point x0= 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5pt)

3 Montrer que
3p

9+4
p

5+
3p

9−4
p

5 est un solution d’équation x3−3x−18= 0
(utiliser (u+ v)3= u3+ v3+3uv(u+ v)) c

4 Soit ϕ une fonction définie par : ϕ(x) = cos(x)+cos(2x)+cos(3x)+cos(4x)+cos(5x)
Montrer que l’équation ϕ(x) = 0 admet au moins une solution dans
l’intervalle [0,π] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5pt)

5 On considère la fonction h définie sur R par : h(x) =
3
Æ

(x3−1)4

a Étudier la dérivabilité de h en 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

b En déduire la dérivabilité de h sur R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

Exercice : 2

Montrer que : ∃!c ∈
�

−1
2 ,0
�

/
p

c+1= −2c
c+1 (utiliser T.V.I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.75pt)

Exercice : 3

On considère la fonction f définie sur R+ par : f (x) = x−2
p

x+1

1 Vérifier que (∀x ∈R+) f (x) =
�p

x−1
�2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5pt)

2 Calculer : lim
x→+∞

f (x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(0.5pt)

3 Étudier la continuité de f sur R+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5pt)

4 Étudier la dérivabilité de f à droite de 0 , puis interpréter le résultat obtenu . . . . . (1.5pt)

a Montrer que : (∀x ∈]0,+∞[) f ′(x) =
p

x−1p
x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5pt)

b Étudier les variations de f sur Df , puis donner le tableau de variations de f . . (1pt)
c Déterminer une équation cartésienne de la droite tangente de la courbe représentative

de f au point d’abscisse 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

5 Soit g la restriction de fonction g sur l’intervalle [1,+∞[
a Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g−1 définie sur un intervalle

J à déterminer. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5pt)
b Dresser le tableau de variations de la fonction g−1

c Montrer que la fonction g−1est dérivable en 1, puis déterminer
�

g−1
�′
(1) . . . . . (1pt)

d Calculer lim
x→4

3px+g−1(x)− 3p4−1
x−4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.75pt)
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e Calculer g−1(x) (∀x ∈ J) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1.5pt)
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Solution d’exercice : 1
1 Calculons les limites suivantes :

> lim
x→1

3px−1
x−1

= lim
x→1

( 3px−1)(
3p

x2+ 3px+1)

(x−1)(
3p

x2+ 3px+1)

= lim
x→1

x−1

(x−1)(
3p

x2+ 3px+1)

= lim
x→1

1
3p

x2+ 3px+1

=
1
3

Car :
�

3px− 3py = x−y
3p

x2+ 3px y+ 3py3

�

Donc : lim
x→1

3px−1
x−1 =

1
3

> lim
x→+∞

p
x− 3px+ 4px = lim

x→+∞

p
x
�

−
3px
p

x
+

4px
p

x

�

= lim
x→+∞

p
x

�

−
6p

x2

6p
x3
+

4px
4p

x2

�

= lim
x→+∞

p
x
�

−
1

6px
+

1
4px

�

=+∞

Car :
�

3px =
6p

x2 ;
p

x =
4p

x2 ;
p

x =
6p

x3 ; lim
x→+∞

1
6px
= 0 et lim

x→+∞

1
4px
= 0
�

Donc : lim
x→+∞

p
x− 3px+ 4px =+∞

> lim
x→2

x−2
3p25+ x−3

= lim
x→2

x−2
3p25+ x− 3p27

= lim
x→2

(x−2)
�

3
p

(25+ x)2+ 3
p

27(25+ x)+ 3
p

272
�

( 3p25+ x− 3p27)
�

( 3
p

(25+ x)2+ 3
p

27(25+ x)+ 3
p

272)
�

= lim
x→2

(x−2)
�

3
p

(25+ x)2+ 3
p

27(25+ x)+ 3
p

272
�

25+ x−27

= lim
x→2

(x−2)
�

3
p

(25+ x)2+ 3
p

27(25+ x)+ 3
p

272
�

x−2

= lim
x→2

3
Æ

(25+ x)2+ 3
Æ

27(25+ x)+
3p

272= 27
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Donc : lim
x→2

x−2
3p25+x−3

= 27

2 Soit f une fonction définie par :















f (x) =
p

x+2−
p

2−x
x , x 6= 0

f (0) =
p

2
2

Étudions la continuité de f au point x0= 0

Comme : lim
x→0

f (x) =
p

x+2−
p

2− x
x

= lim
x→0

�p
x+2−

p
2− x
��p

x+2+
p

2− x
�

x
�p

x+2+
p

2− x
�

= lim
x→0

x+2−(2− x)

x
�p

x+2+
p

2− x
�

= lim
x→0

2x

x
�p

x+2+
p

2− x
�

= lim
x→0

2
p

x+2+
p

2− x

=
2

2
p

2
=
p

2
2

3 Simplifier les nombres suivants :

A=

q

pp
16× 3p

22

4p
23× 12p2

=
6p

24× 6
p

(22)2
12
p

(23)3× 12p2

=
6p

28

12p
210

=
12p

216

12p
210

=
12p

216−10

=
12p

26

=
p

2

B=

p

3p81× 3p3
q

3pp
729

=

Æ

3p
34× 3p3
12p

36

=

Æ

3p
35
p

3

=
6p

35
p

3

=
6p

32× 6p
33

p
3

=
6p

32×
p

3
p

3

=
6p

32=
3p

3

Donc : A=
p

2 et B= 3p3
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Solution d’exercice : 2
Montrons que : ∃!c ∈

�

−1
2 ,0
�

/
p

c+1= −2c
c+1

On considère la fonction g définie sur :
�

−1
2 ,0
�

par g(x) =
p

x+1+
2x

x+1

É On a g est continue sur
�

−1
2 ,0
�

comme la somme de deux fonctions continues sur
�

−1
2 ,0
�

É g est dérivable sur
�

−1
2 ,0
�

comme la somme de deux fonctions dérivables sur
�

−1
2 ,0
�

et on a : ∀x ∈
�

−1
2 ,0
�

; g ′(x) =
1

2
p

x+1
+

2
(x+1)2

Comme : ∀x ∈
�

−1
2 ,0
�

;
1

2
p

x+1
> 0 et

2
(x+1)2

> 0

Alors : ∀x ∈
�

−1
2 ,0
�

; g ′(x)> 0, d’où g est strictement croissante sur
�

−1
2 ,0
�

É g(0) =
p

0+1+
2×0
0+1

= 1 et g
�

−1
2

�

=
q

−1
2 +1+

−2× 1
2

−1
2 +1

=
q

1
2 −2

Comme g(0)> 0 et g
�

−1
2

�

< 0, alors g(0).g
�

−1
2

�

< 0

D’après (T.V.I) ∃!c ∈
�

−1
2 ,0
�

/ g(c) = 0, donc : g(c) =
p

c+1+
2c

c+1
= 0

D’où : ∃!c ∈
�

−1
2 ,0
�

/
p

c+1= −2c
c+1

Solution d’exercice :
On considère la fonction f définie sur R+ par : f (x) = x−2

p
x+1

1 Vérifions que (∀x ∈R+) ; f (x) =
�p

x−1
�2

(∀x ∈R+) ; f (x) = x−2
p

x+1=
p

x2−2
p

x+1=
�p

x−1
�2

Donc : (∀x ∈R+) ; f (x) =
�p

x−1
�2

2 Calculons : lim
x→+∞

f (x)

Comme : (∀x ∈R+) ; f (x) =
�p

x−1
�2

et lim
x→+∞

p
x−1=+∞

Donc : lim
x→+∞

f (x) =+∞

3 Étudions la continuité de f sur R+

Comme la fonction x 7−→
p

x−1 est continue sur R+

D’où x 7−→
�p

x−1
�2

est continue sur R+
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Donc : f est continue sur R+

4 Étudions la dérivabilité de f à droite de 0 , puis interprétons le résultat obtenu

lim
x→0+

f (x)− f (0)
x−0

= lim
x→0+

x−2
p

x+1−1
x

= lim
x→0+

x−2
p

x
x

= lim
x→0+

�

1−
2
p

x

�

=−∞

Car
�

lim
x→0+

1
p

x
=+∞
�

Comme : lim
x→0+

f (x)− f (0)
x−0

=−∞, alors

f est non dérivable à droite de 0

Donc (C{) admet une demi-tangent

verticale vers le bas à droite de

a Montrons que : (∀x ∈]0,+∞[) f ′(x) =
p

x−1p
x

On sait que f est dérivable sur ]0,+∞[ comme la somme de deux fonctions déri-

vables sur ]0,+∞[, et on a :

(∀x ∈]0,+∞[) ; f ′(x) = 1− 2
2
p

x

= 1− 1p
x

=
p

x−1p
x

Donc : (∀x ∈]0,+∞[) ; f ′(x) =
p

x−1p
x

b Étudions les variations de f sur Df , puis donnons le tableau des variations de f

Comme (∀x ∈]0,+∞[) ;
p

x > 0, alors le signe de f ′(x) sur ]0,+∞[ est le singe

de
p

x−1

p
x−1= 0⇔ x = 0

Si 0< x ≤ 1⇔ 0<
p

x ≤ 1

⇔−1<
p

x−1≤ 0

⇔ f ′(x)≤ 0

D’où f est strictement décroissante sur

[0,1]

Si x > 1⇔
p

x ≥ 1

⇔
p

x−1≥ 0

⇔ f ′(x)≥ 0

D’où f est strictement croissante sur

[1,+∞[
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Tableau des variations de f

x

f ′(x)

f

0 1 +∞

+ 0 −

11

00

c Déterminons une équation cartésienne de

sentative de f au point d’abscisse 4

On sait que f est dérivable en 4 et que f ′(

Donc : (T ) : y = f ′(4)(x−4)+ f (4)

D’où : (T ) : y =
1
2
(x−4)+1 car :

�

f (4) =
�

Donc : (T ) : y =
1
2

x−1

5 Soit g la restriction de fonction g sur l’intervalle [1,+∞[

a Montrons que la fonction g admet une fonction réciproque g−1

É D’après (Question 3) f est continue sur [0,+∞[

Donc g est continue sur [1,+∞[

É D’après (Question 4− b) f est strictement croissante sur [1,+∞[

Donc g est strictement croissante sur [1,+∞[

Donc : la fonction g admet une fonction réciproque g−1 définie sur J

J = g ([0,+∞[) =
h

g(1); lim
x→+∞

g(x)
h

= [1;+∞[

b Dressons le tableau de variations de la fonction g−1

On sait que g est strictement croissante sur [1,+∞[ donc g−1 est strictement crois-

sante sur [0+∞[

x

g−1

0 +∞

00

+∞+∞
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c Montrons que la fonction g−1est dérivable en 1, puis déterminons
�

g−1
�′
(1)

D’après (question 4− c ) on a f (4) = g(4) = 1 donc g−1(1) = 4, et comme g est

dérivable en 4et que g ′(4) =
1
2
6= 0

Donc g−1 est dérivable en 1

Et on a :
�

g−1
�′
(1) =

1
g ′ (g−1(1))

=
1

g ′ (4)
=

1
1
2

= 2

Donc :
�

g−1
�′
(1) = 2

d Calculons lim
x→4

3px+g−1(x)−5
x−1

lim
x→4

3px+ g−1(x)−5
x−1

= lim
x→4

3px−1+ g−1(x)−4
x−1

= lim
x→4

3px−1
x−1

+
g−1(x)−4

x−1

= lim
x→4

3px−1
x−1

+
g−1(x)− g−1(1)

x−1

D’après (Exercice 1 question 1) lim
x→4

3px−1
x−1 =

1
3

Et comme : lim
x→4

f racg−1(x)− g−1(1)x−1=
�

g−1
�′
(1) = 2

Donc : lim
x→4

3px+g−1(x)−5
x−1 =

1
3
+2=

7
3

,

e Calculer g−1(x) (∀x ∈ J)















g(y) = x

y ∈ [1,+∞[

⇔















�p
y−1
�2
= x

y ∈ [1,+∞[

⇔















p
y−1=

p
x

x ∈ [0,+∞[
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













g(y) = x

y ∈ [1,+∞[

⇔















p
y =
p

x+1

x ∈ [0,+∞[

⇔















y =
�p

x+1
�2

x ∈ [0,+∞[

Donc (∀x ∈R+) g−1(x) =
�p

x+1
�2
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