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Exercice 1 : (4.5 pts)
s . - o 1 8
On considere la suite numérique (u,,) définie par : uy = 3 et u, ., = 7 Un 4 5 pour tout n de N
0,5 pt 1 - Calculons u; et u, .
On a:
[ 1 ) 8
at Wi
5005
1 8
N 3 —
5°°"5
iyt
5
On a
U }u —|—§
2755
575 5
51
25
11 51
Donc:ulzg et uzz%
1 pt 2 - Montrons par récurrence que u,, > 2 pour tout n de IN.

Pour n =0 on a uy = 3 et 3 > 2 donc uy > 2
Donc la proposition est vraie pour n = 0
Supposons que u,, > 2 pour n fixé de IN et montrons que w,, . ; > 2

c’est-a-dire montrons que : u, . —2>0
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On a tout d’abord :

Et puisque wu,, > 2 alors u, —2 >0

1
D’ou g(u —2) > 0donc u,,; —2>0dotwu,,; >2

n

D’apres le raisonnement par récurrence on a w,, > 2 pour tout n de IN.

3-a) SoitnelN.

On a:

b) Puisque u,, —2 > 0 pour tout n de IN donc 2 —u,, <0

Dot (Vn e IN); v,y —u, <0

‘Donc la suite (u,,) est décroissante. ‘

4 - Déduisons que la suite (u,,) est convergente.

Comme la suite (u,,) est décroissante et aussi minorée par 2 ((Vn € IN);u,, > 2)

‘ Alors la suite (u,,) est convergente. ‘

5 - Soit (v,,) la suite numérique telle que : v,, = u,, — 2 pour tout n de IN.

a) Calculons v,

Ona:v,=u,—2 e uy;=3 donc:vy=u,—2=3—-2=1

1
b) Montrons que (v,,) est une suite géométrique de raison E

(VneN)ona:v, ; =u, —2= = (u,, —2) (question 2)
1
Donc (Vn e N); v, = =Un

1
Donc (v,,) est une suite géométrique de raison ¢ = =

c) Exprimons v, en fonction de n
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On a (v,,) est une suite géométrique

1\" 1
Donc (Vn € IN) vn:vo><q”_0:1><<g> (vg=1 et q:g)

1 n
Donc (Vn e N) v, = (5)

1 n
6 - a) Montrons que u,, = (5) + 2 pour tout n de N

1 n
On sait que : v,, = u,, — 2 pour tout n de IN donc u,, = v,, + 2 et comme v,, = <7>

1 n
Donc : u,, = (5) 2

b) Calculons la limite de la suite (u,,).

Onalim(é) :OCar—1<%<1

donclimun:hm(é> +2=0+2=2

‘Donc limu, = 2‘

Exercice 2 : (11 pts)

PARTIE T

On considere la fonction h définie sur ]0; +-00 par : h(z) = 2% —Inz

222 — 1
1 - Montrons que h'(z) = z pour tout z de I'intervalle ]0, 4o00|
@

On a u :— 2 est dérivable sur ]0, +o0[ ( polynoéme sur |0, +o0|)
1

Et v : © — Inx est dérivable sur |0, +oo[ (fonction primitive de la fonction x — — sur
x

10, +00] )

Donc h est dérivable sur 0, +o00[ et on a :

(Vz €]0,4+00]) h'(z) = (2%) — (Inx)’

1
Donc h'(z) = 230— -
272 — 1
Donc h’
onc h'(z) = .
222 — 1
Finalement : (Vz €]0,4+00[) h'(z) = <
x

2 - Etudions le signe de h’(z) sur |0, +o0[

Ona: h/(m):2x2_1:2<$2_;> :2(“\}5) (m_\;ﬁ>

x x x
Puisque =z €]0,4+o00[ alors h'(z) a le méme signe que (z — E)
Donc h/(x) est négative sur I'intervalle |0, — | et elle est positive sur I'intervalle | —, +o00 [
) ¢ } \/5} P [ﬂ

Option SE & GE

https://steinmath. c(yﬁsterday, tomorrow better than today



https://steinmath.com

Session : NORMAL 2022

1 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

3 - — Calculons h

A
[\D

)

(3)() () -bomen= L - e

— Tableau de variations de h :

x 0 % “+00
W () — 0+
hz) T 1ime) —
2

4 - Déduisons le signe de h(x) sur |0, +o0|

1+ In(2
D’apres le tableau de variations +7n(> est une valeur minimale de h sur |0, +o0]
1+ In(2
Donc pour tout z €]0,4+o00[ h(x) > +Tn(>
1+In(2
Et on a 4—211() >0

‘ Donc pour tout x €]0,4+o00[ h(x) > O‘

PARTIE 1T

1+Inx

On consideére la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[ par : f(x) = + x et soit (C) sa

courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;4;7)( unité 1 cm).

1 - a) Calculons lim f(z)
z—0

>0
1+1
Comme limz =0"; lim(1+Inz)=—oco Alors lim L —00
50 o om0t
Donc : lim f(z) = —o0
z—0*

b) Interprétation géométrique de ce résultat.

Ona: lim f(z)=—o0

x—07T

‘Donc (C) admet une asymptote verticale a droite de 0 d’équation x = 0

2 - a) Montrons que lim f(z) = 400

T—+00
1 In
Ona: lim f(z)= hm——i——w—i— =040+ (4+00) = 00
T—+00 T—+oo
1
Car: lim — =0 hmn——O et lim z =40
r—+0o0o z—>+oo xr x—+00

Option SE & GE

h Al h.
T MpslsEnman BN yesterday. tomorrow better than today



https://steinmath.com

Session : NORMAL 2022

Dot lim f(z) = +o0

T—+00
0.5 pt b) Montrons que 1121 (flx) —x)=0
r—r+00
1 1
Ona: lim (f(x)—x)= lim S+ 22 0+0=0
T—+00 T—+o00o €T
1 1
Car: lim — =0 et hmH:O
T—+oo r—+oo I
D’ou IETooU(x) —z)=0
0.25 pt c) Interprétation géométrique de ce résultat.

Ona: lim (f(zr)—x)=0

r—+00

‘Alors (C) admet une asymptote oblique d’équation y = x au voisinage de +oo ‘

h(z)
2

1 pt 3 - a) Montrons que : f'(x) = pour tout x de |0, 400l
On sait que uy : * — x est dérivable sur ]0, +oo[ (restriction d’une fonction polynome)

Et aussi la fonction u, : @ — (1 + Inx) est dérivable sur |0, +-00[

Donc f est dérivable sur |0, 400 et (Vo €]0,40c]) on a :

f'(a) = uy(z) + up ()

(I+Inz) xz—(1+Inzx) x 2’

_ /
= 3 +x

x
] xx—(1+Inz)x1
=& 5 +1
x
1—1-—1
= +1
x
7?2 —Inx
T
h(z)
=3
h
Donc (Vz €]0,+00]) f'(z) = ag)
1 pt b) Déduisons que la fonction f est croissante sur ]0, +o0].
h
On a (Vz €]0,400]) , f'(z) = aif)

D’apres la question 4 de la partie I h(z) > 0 pour tout x €]0, +00]

Alors h(f) >0
x

D’ou (Vz €]0,+00])  f'(x) >0 ‘donc : f est strictement croissante sur |0, +oo]. ‘
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0.5 pt
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4 - Soit (A) la droite d’équation : y ==z

a) Calculons f(l)
e

1

(2)

l—i—ln(f

6) 4 (1> —e(1—1In(e)) + (1> Ce(1—1)+ (1) _1

Donc : f(l) :1

(& e

b) Etudions le signe de f(z) —

Ona: f(z)—x=

1+ Inx l1+Inx
+r—z=

X

Le signe de (f(z) — z) dépend du signe de (1 +1Inz) (z €]0,+00])

Ona: 14+lnz>

1 1
Oche>-1<he> —lhecshes>In-< 2> -
e e

1 1
Donc (f(z) — x) est positive sur [, —l—oo[ et négative sur }0, ~]
e

e

c) Déduisons la position relative de (C') par rapport a (A) :

1 1
Ona: (f(z)—x) est positive sur [, —1—00[ donc (C) est en dessus de (A) sur [, —1—00[
e e

1 1
On a: (f(x) — ) est négative sur ]0, e] donc (C') est en dessous de (A) sur }O, e]

1
5-a) e Calculons /
1

e

1
—dx
T

1
On a H : z + Inx est une fonction primitive de la fonction h : x + — sur |0, +00]

T

"1 1
Donc : / ;dx = [ln:zj]ll =Inl —ln(g) =0—(—In(e)) =1

e

e

!
Donc /—dle
W OB

1
e (Calculons /

e

In(z)

dx
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1 pt

1
1 1
Donc : / 5l de = —=
1 T 2

@

b) Déduisons l'aire de la partie hachurée
Soit A l’aire de la partie hachurée
On a l'aire de la partie hachurée est 'aire du domaine plan limité par la courbe (C), la

1
droite d’équation y = x et les droites d’équations respectivement x = — et x =1
e

1 1
Donc A = / |f(z) — z|dz X v.a = / (f(x) —x)dx X u.a car (f(x) —x) est positive
1 1
1. \ .
sur [, +oo[ (d’apres la question 4.a)
e

Donc :

e 11—|—ln

+:L"—a:d:v><u.a

In(z
d X Uu.a

1 1
1 1
/ da:xua—i—/ n:(;v)da:xu.a

e

J
e

1
x

2

1
=(1— 5) X u.a=gem (d’apres la question 5.a)

1 2
= §Cm

1
Donc A = ich
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Exercice 3 : (4.5 pts)

Un sac contient 9 boules indiscernables au toucher : c¢ing boules blanches numérotées 1—2—3—3—3
et quatre boules noires numérotées 1 —2 — 3 — 3.

On tire simultanément au hasard deux boules du sac.

Soient les deux événements suivants :

”

: 7 Les deux boules tirées sont de méme couleur

: 7 L’une exactement des deux boules tirées porte le numéro 3 ”

4
1- a) Montrons que p(A4) = g
On consideére I'univers (2, Le tirage est simultané donc card(Q2) = C3 = 36
d(A
les boules sont indiscernables au toucher signifie que p(A) = M
card ()
A:(B,B)ou (N,N) dot card(A) =C2 +C3=10+6 = 16
16 4
d A)=—=—
onc p(A) %= 9
4
Ainsi : p(A) = g

b) Calculons p(B)
Ona B: (3,3)
On a 5 boules portent le numéro 3 et 4 boules portent un numéro autre que 3 ( 3)

done card(B) = C: x C} =5 x 4 =20
card(B) 20 5

d B = — = — = —
onc p(B) card(2) 36 9
Donc : P(B) = g

c) Calculons p(AN B)
On a I'événement A N B est tiré deux boules blanches une porte le numéro 3 et I'autre
ne porte pas le numéro 3 ou bien deux boules noires une porte le numéro 3 et 'autre ne
porte pas le numéro 3.
C’est a dire : AN B : (B3, Bg) ou(Nj, N3)

On a trois boules blanches portent le numéro 3 et deux boules blanches ne portent pas
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le numéro 3 et deux boules noires portent le numéro 3 et deux boules noires ne portent

pas le numéro 3.

Donc card(ANB) =Ci x C3 + C3 x C3 =3x24+2x2=6+4=10

10 5

Al ANB
ors p(AN B) = 36 = 18

)
Ainsi p(ANB
insi  p( = 18

d) A et B sont-ils indépendants ?

4 5 20
0) A B)=—-x—-=— e p(ANB)=—
wap(A) xp(B)= g x 2= 20 et p(AnB) =

Donc p(A) x p(B) # p(AN B)

‘D’oﬁ A et B ne sont pas indépendants‘

2 - Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le nombre de boules blanches tirées

et qui portent le numéro 3.

a) On a trois boules blanches qui portent le numéro 3 ( Bj) et six autres boules (Bs).

Les boules tirées x; la valeur de X card(X = x;)
les deux boules sont Bs, By 0 C¢=15
les deux boules sont By, By 1 CixCi=6x3=18
les deux boules sont B, Bg 2 Cc:=3

Donc :
x; 0 1 2
15 | 18 | 3
X = . J— JR— -
P =) | 56 | 36 | 36
b) Calculons E(X) l'espérance mathématique de la variable aléatoire X
15 18 3 24 2
E(X — X1+ =x2= =
(B> 36 <0+ 36 + 36 36 3
2
Donc: E(X)= =
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