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Exercice : 1
1 Calculer les limites suivantes : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3pt)
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a Montrer que l est un solution d’équation x3 − 3x− 18 = 0

(utiliser (u+ v)3 = u3 + v3 + 3uv(u+ v)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1pt)
b En déduire que l = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5pt)

3 Soit f une fonction définie par :f(x) =
n∑

k=1

cos(kx) (∀n ∈ N∗)

Montrer que l’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans l’intervalle [0, π] . . .(1pt)

Exercice : 2
Soit u une fonction continue strictement croissante sur R+ telle que u(R+) = R+

On considère la fonction f définie sur R+ par :

f(x) = arcatn

(
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1 Montrer que f est continue sur R+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5pt)

2 a Montrer que (∀x ∈ R+)
(
∃!α ∈

[
0,

π

2

[)
u(x) = tan(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5pt)

b En déduire que (∀x ∈ R+) ; f(x) = π

2
− 2arctan(u(x)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.25pt)

3 a Montrer que f réalise une bijection de R+ vers un intervalle J à déterminer . . . . . . (1pt)
b Déterminer f−1(x) pour tout x ∈ J dans le cas u(x) = x3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5pt)

4 Soit n ∈ N∗ et x ∈ R+ on pose fn(x) =
π

2
− 2arctan( n

√
x) et gn(x) = fn(x)− x

a Montrer que l’équation gn(x) = 0 admet une solution unique αn dans R+ . . . . . . . . (1pt)
b vérifier que (∀n ∈ N∗) 0 < αn < 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.75pt)
c Etudier la monotonie de (αn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.75pt)

Exercice : 3
Soit fn une fonction définie sur R+ par : fn(x) = xn − n(x− 1)− 2 avec n un entier naturel (n > 2)

1 Montrer que l’équation fn(x) = 0 admet deux solutions un et vn et que un < 1 < vn (1.25pt)
2 a Étudier le signe de fn+1(x)− fn(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

b Etudier la monotonie de (un), puis en déduire que la suite (un) est convergente (0.75pt)

c Montrer que (∀n ≥ 3) −2

n
≤ un − 1 ≤ −1

n
, puis calculer limun . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1pt)

3 a Etudier la monotonie de (vn), puis en déduire que la suite (vn) est convergente . . . (1pt)

b Montrer que (∀n ≥ 3) vn > 1 +
1

n
( on pose : (∀n ≥ 3)

(
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< 3) . . . . . . . . . . . (1pt)
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c Montrer que : (∀x > 0)(∀n ∈ N∗) (1 + x)n ≥ 1 + nx+
n(n− 1)

2
x2 . . . . . . . . . . . . . . (0.5pt)

d Calculer fn

(
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1√
n

)
, puis en déduire que : (∀n ≥ 3) vn < 1 +

1√
n

. . . . . . . . . . (1.25pt)

e Calculer lim vn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0.5pt)

Exercice Facultatiif : 1

On considère la suite (vn)n>0 définie par :(∀n ∈ N∗) vn =
n∑

k=1

k

nk

1 Montrer que : (∀nN∗) vn −
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)
2 En déduire (∀n ∈ N∗ \ {1}) vn =
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(
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3 En deduire limun

Exercice Facultatiif : 2

Soit φ une fonction définie sur R+ par : (∀n ∈ N∗ \ {1}) φ(x) = n
√
xn−1

1 Montrer que ∀x ∈]0, 1[ x < φ(x)

2 En déduire pour tout (a, b) ∈ R∗ × R∗ φ(a+ b) < φ(a) + φ(b)

Exercice Facultatiif : 3

Soient n , m et p des entiers na turels tels que m+ 1 ≤ p et p < n
On pose I = {0, 1, ....., n− 1}

On considère la suite (Xp)p∈I définie par : (∀p ∈ I) Xp =

p∑
k=0

(Cm
n−k + Cm+1

n−p )

1 Etudier la monotonie de (Xp)p∈I

2 En déduire que
p∑

k=0

Cm
n−k = Cm+1

n+1 + Cm+1
n−p+1
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