Section IT & Equations trigonométriques fondamentales
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n Ecrire les éunions dintervalles de [0; 2] qui représentent les parties du cercle trigonométrique

dans les figures au-dessus.

Ecrire les rfunions dintervalles dans [ qui représentent les parties du cercle trigonométrique
dans les figures au-dessus.

P> Définition
Soit g un réel.
Les équations sin(x) = a; cos(x) = a et tan{x) = a sont appelées éguations trizonométrigues.

(Equations et inéquations)

SoitL=]-mx].xeLletyeL

n Représenter, sur le cercle trigonométrique, les points d’abscisse curviligne x tel que : cosx = IL

Soit (A)) une droite &’ équation (A;) 1 x =L

B} Déterminer I'intersection de (A, ) et (C)
E Les points de () qui situent & gauche de (A} ). Qui ce qu'ils représentent 7.
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Section IT » Equations trigonométriques fondamentales

Les points de (C) qui situent & droite de (A ). Qui ce qu'ils représentent 7.
Représenter, sur le cercle trigonométrique, les points dabscisse curviligne v tel que : siny =

W2
¥

Soit (A2) une droite d'équation (A;) : y = 2.
) Déterminer I'intersection de (A7) et (C)
E Les points de (C) qui situent i gauche de (A2). Qui ce gu'ils représentent 7.
Les points de (C) qui situent & droite de (Az). Qui ce qu'ils représentent 7.

Equation de la forme cosx =a

Propriété

Soit a un réel, et soit § 'ensemble des solutions de I'égquation:  (E) : cosx=a.
# Si |a| = | alors I'équation (E) n"admet pas de solutions, donc

§=0.

» Si |a| <1 alors il existe un nombre el xp € |—ma] tel
que : a = cosxy ,alors I'équation (E) sera (E) : cosx =cosxy
et kensemble de solutions est: §= {—xg+ 2kx} U {xp+ 2kn}
telque k& .

» Si a= —1 alors lensemble de solutions est : § = {7+ 2ka} elquek L.

» Si a=1 alors lensemble de solutions est: §= {2k} elquek e L.

.

—CExempLes »——)

» Oma:—1 < cosx = | pourtoutx = B, cest-a-dire que : |cosx| = | pourtoutx e R .
Donc Equation cosxy = a na de solution que si |al = 1.
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Section IT » Equations trigonométriques fondamentales

» Si |a] < 1 alors il existe un nombre réel xp € |—m; 7] telque: a =cosxp :
o cos(x) = cos(xp) = cos(xp+2kx) car cos(xp+ 2kx) = cos(xp) pour toutk € & .
Donc x =xp+2ka/k € &

o cos(x) =cos(xy) = cos(—xy) = cos(—xp+ 2ew) pour toutk € &, car cos(—xg) = cos(xg)

Donc x = —xp+ 2ka/k € &.
| O— — 1

» 5i a= —1 alors cos(x) = cos{n) car cos(x)=—1.Donc x=n+2%kna/k= L.

» 5i a=1 alors cos(x) =cos{0) car cos(0)=1.Donc x= 0+ 2kx =2kx/k e L.

— Exemple
Résolvons dans B léquation  (E)) : cosxy = %
On sait que cos (§) = 4; alors lensemble des solutions de léguation (E,) dans R est:
x=%+%n/keZ oubien x=—5+2%n/keZ . Do §; = {-F+Un} U{F+2xn} tel que
kek.

— Exemple

Résolvons sur I'intervalle |—x; 7] léquation  (Ea) : cosx=

e On résout d"abord dans B léquation  (E,) : cosx =33

On sait que cos (£) = -"._,_ﬁ.; alors lensemble des solutions de lEquation (E;) dans B est
x=2+%n/kcZ oubien x=-2+2%n/kcl Do ={-E+2Un}U{E+2%n} tel que
kek.

+ Résolvons sur intervalle | — ;7] léquation  (Ez) : cum:=¥.

Il suffit de trouver les valeurs de ket k' tellesque: —w<—$+2%r<nm et —w<E+U'n<nx
Signifieque: —l<—-14% <1 a -—l1<limw<i

Signifie que: - <k< Donck=0 et —L<k<d Donck'=0

Donc  x) =—% et xg=%.Duﬁl'msemhlecbsm]uﬂDnsest: 5= {—%; %}
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Equation de la forme sinx =a

Propriété

Soit @ un réel, et soit § 'ensemble des solutions de I'équation:  (E) : sint =a.
e Si |al =1 alors I'éguation (E) n’admet pas de solutions, donc §=10.
» Si |a| < 1 alors il existe un nombre réel x; € |—m:7] tel que : a = sinxy , alors I'équation
(E) sera (E) : sinx =sinxy et lensemble de solutionsest : § = {xg +2kn}U{x —xp + 2k}

telque ks L.
» 51 a= —1 alors lensemble de solutions est :

S={-5+2%r} elquekek.

= 51 a=1 alors lensemble de solutions est © § = {E+ﬂﬂ}

———CExempLes s

» Ona:—1 < sinx < | pour toutx € R , cest-a-dire que : |sinx| = | pourtoutx e B.

Donc Equation sinx = a na de solution que si |a| = 1.

CALCUL TRIGONOMETRIQUE

> Si |a| < 1 alors il existe un nombre réel xp € |—m:a] tel que : a = sinxy :
o sin(x) = sin{xg) = sin (xp+ 2kx) car sinixp+ 2kx) = sin(xp) pour toutk € & .
Donc x =xp+ 2kx k= .

1.CHAPTER 1

e sin(x) = sin{xy) = sin(x — xp) = sin (7 —xp + 2kx) pourtoutk € & , car sin{w —xp) =
sin{xp)
Donc x = —xp+2kx/k e L

» 5i a= —1 alors sin(x) =sin(—%) car sin(—%)=—1.Donc x=—5+2kn/kc L

» Si a=1 alorssin(x) =sin (%) car sin($)=1.Donc x=%+2%a/kc L
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Section I & Equations trigonométriques fondamentales

— Exemple
Résolvons dans R léquation  (Ep) : sinx = 2.
Comme 2 = 1; alors léquation (E)) n’admet pas de solutions. Donc §; =0.

— Exemple

Résolvons sur U'intervalle |—m; ) léquation  (Eq) : si.m:=—%.

¢ On résout d’abord dans B léquation  (E3) : sinx= —% .

On sait que sin(—Z) = —1; alors lensemble des solutions de léquation Kquation (E;) dans B

est:

x=—24+%n/keL oubien x =7 -2 +%Un ="+ Ux/kcZ . Dou § = {-Z+2%n}u

{IZ+%n} telquekeZ.

& Résolvons sur l'intervalle | —m; 7] léquation  (Ez) : sin_:n:=——é.
1l suffit de trouver les valeurs de ketk' tellesque: —w<-—S+2%r<m et —w<TZ+2r<x
Signifieque: —l<-l+2%k<1 e -l<l+2%'<]

Signifie que: —fr<k<{y Donck=0 et -fF<k<-—7 Donck’=-I
Donc x;=-% et x =—§E- . Doir 'ensemble des solutions est : 5; =-[—5—;-; -z},

Equation de la forme tanx = a

Propriété
Soit @ un réel, et soit § I'ensemble des solutions de 1"équation :

(E) : tanx=a.

=3
=
=4
=
[
E
=]
=
g
=2
-]
=
-
E
=
-
o

Il existe un nombre el xp E]—%;%[ tel que : a = tanxg , alors
I'équation (E) sera (E) : tanx = tanxp et kensemble de solutions

est: §={xg+kn} telquekc .
1

tanix
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Section Il & Inéguations trigonométriques fondamentales

— Exemple
Résolvons dans R léquation  (E;) : tanx = —1.
Léquation (E}) est définie pour toutx € Rsi x# 3 +kn/ke L.
On a tanx = —1 ; signifie que tan(—%) = —1 . Donc tanx = tan{—3); c'est-d-dire x =
—Ftknfkek.
Comme —§+kx#5+Kkn obk,K' €L . Alors §1={-5+kn}/kek.

— Exemple
Résolvons sur I'intervalle | —; ] léquation  (Ez) : tanx = V3.
& On résout d’abord dans B léquation  (E;) : tanx = /3.
Léquation (E3) est définie pour toutx € Rsi x# 3 +ka/keZ.
Alors tanx = V3 ; équivaut  tan (%) = /3. Donc tanx =tan () : cest-a-dire x = +kn /k € Z

Comme %+kn# % +Kx oukk’ €Z. Alors §'={Z+kn} kL.

» Résolvons sur l'intervalle |— ;7] léquation  (E) @ tanx= /3.

1 suffit de trouver les valeurs de k telle que : —7 <% +kr <t  Signifieque: —1<i+k<l1
Signifie que: —3<k<3 Donck=-1;0

Donc Jt:]=——23’E F.:tx2=§.DcrE|l'msemhleck:ssnlutiDnsest: Sg={—2—é!;§ .

m Inéquations trigonométriques fondamentales

CALCUL TRIGONOMETRIQUE

P Définition
Soit a un réel.
Les inéquations sin(x) > a ; cos{x) = a et tan(x) > a sont appelées Inégquations trigonomeé-
triques.

1.CHAPTER 1

De mEme si on al'un des symboles = ; < et < auliende =.
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Section I » Inéquations trigonométriques fondamentales

(T—{ Théoreme )

Soitaunréel, Si a > 1 alors :

e Lesinéquations sin(x) = a ; cos(x) > a ; sin(x) > a et cos(x) =a n'ont pas de solutions

» L'ensemble des solutions des inéquations sin(x) < a;cos(x) < a:sin(x) < a et cos(x) < a
est B
Si a<1 alors:

® Lesinéquations sin(x) < a ; cos(x) < a : sin(x) < a et cos(x) < a n'ont pas de solutions

» L'ensemble des solutions des infquations sin(x) > a;cos(x) = a:sin(x) >a et cos(x) >a

est B

Inéquation de la forme cosx = a ou cosx < a

Soit a un réel.

» Sia=1 alors:

# lensemble des solutions de linéquation cosx > 1 est
S={Z%kn/keck}.
& linéquation cosx > | n'a pas de solutions.

» lensemble des solutions de linéquation cosx = 1 est S=R

+ lensemble des solutions de linéquation cosx < 1 est
S=R\{2%kn/kcZ}.

» Sia=—1 alors:

» lensemble des solutions de linéquation cosx > —1 est S=R.

+ lensemble des solutions de linéquation cosx = —1 est

S=R\{r+2%n/kecid}.
# Lensemble des solutions de linéquation cosx < —1 est S={r+2%x/kcZ}.

& linéquation cosx < —1 n’a pas de solutions.

» Si|a| < 1 alors il existe un réel xp € |—m: @] tel que : cosxp = a (on utilise le cercle trigonom-
trigque).
e cosx > cosxp sietseulementsi —xp+2Ma <x<xp+2kT avec ke E.

* cosx > cosxg sietseulement si —xp+2kT < x < xp+ 2w avec ke F.
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Section 11 » Inéquations trigonométriques fondamentales

® cosx < cosxp sietseulement si x €| —m+ 2km; —xg + 2km| U [rp + 2k 4+ 2kn] avec ke E.
® cosx < cosxp sietseulement si x € |-+ 2km; —xg + 2kn[U g + 2k + 2k avec ke E.

— Exemple
Résolvons dans R linéquation (1) : cosx < —/3.
Comme —v3 < —1; alors linéguation (7)) n"admet pas de solutions, dons §) =0 .

— Exemple
Résolvons sur I'intervalle |—m; ] linéguation () : cosx < 4 .
e On résout d'abord dans |—7; 1] léquation  (E3) : cosx =1
On sait que ms(—%} =ﬂ:ﬁ(§} =%;alors F={-%%}.
e Sur le cercle trigonométrique, on considére les deux points A (§)
et B(-%).
Notons quen se référant i la figure ci-contre, lensemble des solutions
est lensemble des abscisses curvilignes des points M(x) représentés
sur larc rouge du cercle trigonométrique (C) tel que cosx < El .
Donc lensemble des solutions de linéquation (f2) sur I'intervalle

T
M Alml3)
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Inéquation de la forme sinx = g ou sinx < a

Soit a un réel.

» Sia=1 alors:

s Lensemble des solutions de linéguation sinx > 1 est
S={Z+2%n/kecl}.

& linéquation sinx > | n’a pas de solutions.

e Lensemble des solutions de linéquation sinx < | est S=R

* Lensemble des solutions de linéguation sinx < 1 est
S=R\{5+%na/keL}.

> Sia=—1 alors:

e Lensemble des solutions de linéguation sinx > —1 est S=R.

+ Lensemble des solutions de linéguation sinx > —1 est

S=R\{-F+2%n/kcZ}.
¢ Lensemble des solutions de linéquation sinx < —1 est S={ -5+ 2kn/keL}.

& linéguation sinx < —| n’a pas de solutions.
» Si0<a< | alors il existe un réel xp € [0;7] tel que : sinxg =a (on utilise le cercle trigonomé-
trique).
s sinx >sinxg alors §= [xp+2km; 7 —xgp+2ka] avec ke Z.
e sinx > sinxg alors §=|rg+2km;m —xp+2ka| avec ke Z.

e sinx < sinxp alors §= [0+ 2ka;xp+ 2ka| U [x —xp+ 2ka;xw + 2kx] avec ke L.

CALCUL TRIGONOMETRIQUE

e sinx < sinxp alors §= [0+ 2ka;xp+ 2ka[U]x —xp+ 2km;nw + 2kn] avec ke L.

» Si—1 < a <0 alorsil existe un réel xp € | —m:0] tel que : sinxp=a =

(on utilise le cercle trigonométrigue).
& sinx = sinxg alors, pourk € &
§=]-m+2%kn; - —xp+ 2kx| U [xg + Zkm; 0+ k] .

LHAPTER 1

1
aw

e sinx > sinxg alors, pourk € &
§=|-m+2%km; —m —xp+ 2k U]xp + 2km; 0+ 2kx] .

o sinx < sinxg alors §=[—&—xp+ 2kmixg +2kn| avec ke &,

e sinx < sinxg alors §=]—% —xg+ 2kmxp +2kn| avec ke E.
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Section I » Inéquations trigonométriques fondamentales

— Exemple
Résolvons dans | linéquation (I : sinx = -"Eg .
e On résout d'abord dans R léguation  (E) : sinx = 22
On saitque sin () =sin (%] = -‘-;E;a]on': 5= {% +2k:i¢;%+2k#}
telque ke &.
s Sur ke cercle trigonométrique, on considére les deux points A {1‘}}
et B(%’—]
Notons quen se référant i la figure ci-contre, lensemble des solutions
est lensemble des abscisses curvilignes des points M(x) représentés

sur larc rouge du cercle trigonométrique (C) tel que sinx = % .

-1
Donc lensemble des solutions est:  §= [£+2kn: 38+ 2%kn| tel que k= Z.

Inéquation de la forme tanx > a ou tanx < a

]
=]
=]
=
e
E
=]
z
S
=)
[
B
P |
=
3
-

e

Soit a un réel, il existe un réel xp tel que : tanxgp=a et xﬂaé1‘}+kn' avec
kek.

# tanx > tanxg siet seulement si xq+.h:5x{§+h: avec ke L.

& tanx > tanxg sietseulementsi xo+kr <x <3 +kr avec ke d.
e tanx < tanxp sietseulementsi —Z+kx <x<xp+kw avec ke L.

e tanx < tanxp sietseulementsi —J+kx <x<xp+kr avec ke L.
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Section IV » Les angles inscrits - les quadrilatéres inscriptibles

(Angles Inscriis)

Soient (C) un cercle du centre O, A et B deux points distincts de (C) tels que le segment [AB] < @
{avec @ le diamétre du cercle (C)).
Soit M un point du cercle (C) tel que les angles AOB et AMB interceptent le méme arc AB.
n Montrer que : AOB = 2AMB dans les cas suivants :
Les points A , et M sont alignés.
IEJ Les points A . O et M ne sont pas alignés (on considere N de (C) tel que N , O et M sont
alignés).
Soit (AT) la tangente du cercle (C), les angles AOB et BAT interceptent ke méme arc AB.
Montrer que - AOB = 2BAT.

m Les angles inscrits - les quadrilatéres inscriptibles

Angle inscrit - Angles au centre

P Définition
# Un angle au centre est un angle dont le sommet est le centre du cercle.

# Un angle inscrit est un angle dont le sommet est sur le cercle et les cités de langle coupent le

cercle.

=
=]
=4
=
[
.
=]
=
=)
=2
[
2
-
=
S
-
o

— Exemple

Sait (C) mmbdﬂmnt[ﬁﬂ,;ﬁl un arc de (C) tel que [AF] nest pas le diamétre
de (C) .

Langle AMB intercepte larc AB avec AMB est un angle inscrit.

Langle AOB estun angle au centre intercepte la.n::A%.

Alors AOB =2AMB

1.CHAPTER 1
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Section IV » Les angles inscrits - les quadrilatéres inscriptibles

(Quadrilatére Inscriptibles)

Soit ABCD un quadrilatére inscriptible (cest-a-dire inscrit dans le cercle (C)).

n Ml:nntre:rqus:ﬁ=ﬂTlf'+ﬁ et €=DCA+ADB.

E En-:Eduireqm:ﬁ +C=x et sinA=sinC.

E Montrer de méme que: B+ D=7 et sinB=sinD.

B

& La mesure de langle inscrit est la moitié de celle de langle au centre qui intercepte le méme arc.
& Dleux angles inscrits qui interceptent ke méme arc ont la méme mesure ou ils sont supplémen-

taires.

— Exemple

ANB+AMB=n
Done Iﬁ=x—%ﬁ.

ANB =AMB
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Section IV » Les angles inscrits - les quadrilatéres inscriptibles Q

Propriété

Si la droite (AT est la tangente du cercle (') en A, alors :
AOB =2.BAT

Propriété
s Un guadrilatére est inscriptible si et seulement si deux angles opposés sont égaux ou supplé-
mentaires.

e ABC est un triangle inscrit dans le cercle (C) et I un point dans le plan.
4 A C

Le point D appartient au cercle (C) si et seulement si  BAD = BCD ou BAD+BCD ==

Les relations trigonométriques dans un triangle

(Relations trigonoméfrigues)

&
=
(=
=
=
=
=
=]
=
=
=2
=
H
=
=2
3
-
[

Soit ABC un triangle, on pose BC =a AC=betAB=1.

n Montrer que si ABC est un triangle rectangle en A | alors : _aﬁ— =
sin

1.CHAPTER 1
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Section IV » Les angles inscrits - les quadrilatéres inscriptibles

On suppose, a présent, que tous les angles de ABC sont aigus.
Sait (C) le cercle circonscrit au triangle ABC, et I le point de (C)
diamé tralement opposé & C (voir figure).

[} Montrer que :sind = sinBDC et sinBDC = %.

H Sait R ke rayon du cercle (C). Déduire que : _:An =2R
si

b c

sinA - sinB - sinC -
On suppose, maintenant, que lun des angles du triangle ABC est

obtus, soit A cet angle.
\ ﬂ En utilisant les résultats de lactivité précédente, montrer

que : sinBDC = % (oit D est le point de (C) diamétra-
lement opposé 4 C).

Mmlhﬂrlamlal‘.inn: _an= _b.‘= _fﬁ=2ﬁ‘.
sind  smf  sinC

Montrer la relation :

Activité
{Relations irigonoméiriques)
ABC est un triangle tel que BC = a ,AC = b ,AB = c et Sest laire du triangle ABC.
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Section I'V » Les angles inscrits - les quadrilatéres inscriptibles

n On suppose que les angles de ABC sont aigus. Soit H ke

projeté orthogonal de A sur (BC).
25 .
H Montrer que : AH = — =bsinC
a

1 .
En déduire que : §= Enbsimf .

De méme, montrer que :
b q

1 - 1 .
&= Ebcsin.d et S= Eacsinﬂ .

Si R le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC,
i b ' abc
=— et abc=

dédwire que : — = == —
R T

4R .
Etudier les questions précédentes dans le cas ol ABC est un triangle rectangle en C, puis dans

le cas oi1 langle A est obtus.

| Activité |
{Relations irigonoméirigues)

Soient ABC un triangle, [ et r sont ke centre et le rayon respectifs
de son cercle inscrit. Soit § laire du triangle ABC. On pose : BC =
a,AC="bet AB =c. Soit p e demi-périmétre du triangle ABC

B at+b+c
F_—Z .

Montrer que : § = pr.

=
=]
=
—
-3
E
=]
=
e
=
[
B
|
=
k-
o
=

Propriété
ARC estun triangle tel que a = BC; b=ACetc = AB. Soient § et p laire et le périmétre respectives
du triangle ABC (p=a+ b+c). R et r sont les rayons respectives du cercle circoscrit au triangle

ARC et du cercle inscrit dans le triangle ABC. On a:

a b C
. = = = = -
sind  smB sinl
o agbr=4K5

1.CHAPTER 1

s 5= %absinE= %afsin§= i—b{'sini

8= %pr
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