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Série : Sciences Mathématiques A et B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v' L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 5 exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques ................. .. ... ... 3.5 points
— Exercice 2 : Nombres complexes ..., 3.5 points
— Exercice 3: Arithmétique ........ ... ... .. 3 points
— Exercice 4 : Probléme d’analyse ................ ... . . .. 5.5 points
— Exercice 5 : Probleme d’analyse .............. ... ... ... 4.5 points

& On désigne par % le conjugué du nombre complexe z
& In désigne la fonction logarithme népérien.
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Exercice 1 : ( 3.5 pts ) les parties I et II sont indépendantes

I- Dans Panneau unitaire (Ms3(R), +, x), on considere les deux matrices

\/52_ Lo o 100
A= 0 9 -1 etl=10 1 0
0 1 1 0 0 1
0,75 pt 1 - Calculer I — A et A2,
0,5 pt 2 - En déduire que A admet une matrice inverse que ’on déterminera.
II- Pour tout a et b de Pintervalle I =]1;+00[, on pose a * b = Va2b? — a? — b2 + 2.
0,25 pt 1- Vérifier que V(z,y) € R? ; 2%y —2? -2 +2=(22 - 1)(y* - 1) + 1.
0.5 pt 2 - Montrer que * et une lois de composition interne dans I.
3 - On rappelle que (R**, x) est un groupe commutatif.
- e R T
On considere I'application
— z+1
0,5 pt a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R*T, x) vers (I, %)
0,25 pt b) En déduire la structure de (I, *).
0,75 pt c) Montrer que ’ensemble I' = {y/1 + 2™ / m € R} est un sous groupe de (I, *).
Exercice 2 : (3.5 pts ) les parties I et II sont indépendantes
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;u;v)
I- Soit @ est un nombre complexe non nul, on considere dans C I’équation
(B):iz? +(2—i)az — (1+4)a*> =0
0,75 pt 1 - Déterminer z; et z3 les solutions de 1’équation (FE).
0,25 pt 2 - a) Vérifier que : z129 = a2(z’ —1).
-3
0,5 pt b) Montrer que : 2122 est un nombre réel <= arg a = ?ﬂ B]
II- Soient ¢ un nombre réel non nul et z un nombre complexe non nul
On considere les points A, B,C, D et M d’affixes respectives 1, 141, ¢, ic et z.
0,5 pt 1 - a) Montrer que A, D et M sont alignés <= (ic+1)z+ (ic—1)z = 2ic (remarquer que ¢ = ¢)
0,5 pt b) Montrer que : (AD) L (OM) < (ic+ 1)z — (ic— 1)z = 0.
2 - Soit h laffixe du point H, le projeté orthogonal du point O sur (AD).
0,75 pt a) Montrer que: h — (1+1i) = E(h — o).
c
0,25 pt b) En déduire que (CH) L (BH).
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Exercice 3 : ( 3 pts )

1 - On considére dans Z? I'équation (F) : 143z — 195y = 52

0,5 pt a) Déterminer le plus grand commun diviseur de 143 et 195, puis déduire que 1’équation
(E) admet des solutions dans Z?.
0,75 pt b) Sachant que (—1;—1) est une solution particuliere de 'équation (E), résoudre dans Z>
2
0,5 pt
3
0,5 pt
0,5 pt
4
0,25 pt
n es
On
Soit
0,5 pt 1
0,5 pt 2
0,5 pt
0,75 pt 3
0,75 pt 4
0,25 pt 5
1 pt
0,5 pt c) Calculer nEToox" et nli)rilooyn.
6 - On consideére la fonction numérique g définie sur [0, +oo] par : { g(@) = -l-zhe ;>0
9(0) = -1
0,25 pt a) Montrer que la fonction g est continue & droite au point 0.
0,25 pt b) Vérifier que pour n >3 ona: g <;j> = 1;1:
0,25 pt ¢) En déduire lim lnin

n—-+4oo Tn
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0,25 pt

0,5 pt

0,75 pt

0,75 pt

0,5 pt

0,75 pt

0,75 pt

0,25 pt

Exercice 5 : (4.5 pts)

On considére la fonction numérique F' définie sur [0;1] par :

I In(1422) |
F)=1 et F(m):;—T si x>0
1 1
1- Soit slément de [0; 1 t tout ¢ de [0; : < <1
Soit = un élément de [0; 1], montrer que pour tou e [0;x] on a 5o S T3 %

2 - Soit x un élément de ]0;

1]
2 t
a) Montrer que F(x) = —2/ 1+2tdt'
0

x
1
b) Montrer que . < F(x) <1, et en déduire que F est continue a droite en 0.

+ 2%

3 - En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout  de [0;1] on a :

T o 2 x t 2
/ dt = — 2 +2/ () dt
o 1+ 2t 1+ 22 0 1+ 2t

4 - Soit x un élément de ]0;1]

4 20t \?
a) Montrer que F,(x):_ﬁ/o (H—Qt) p’

—4 —4
b) Montrer que 3 < Fl(z) < 301 02)? (on pourra utiliser le résultat de la question 1)
c) En appliquant le théoréme des accroissements finis & la fonction F' sur [0; ] montrer que
—4 < F(z)— F(0) < —4
3 i 3(1 + 2z)?

d) Déduire que la fonction F' est dérivable a droite en 0 en précisant son nombre dérivé a

droite au point 0.

FIN
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