Chapitre : Structures algébriques

Structures algébriques

+y

On définit sur I’ensemble |—1; 1] larelation T tel que : xTy = 1x+_ s V(xy) € (|-1;1])3
Xy

Montrer que T est une loi de composition interne dans |—1;1]

T — —— G

On considere la matrice suivante : A =

Calculer AZ et A3 et en déduire A" ; Vn €
e ———— s

On munit R d’une loi de composition interne * définie par: x*xy=xy—3x—3y+12; V(x;y) €
R? et soit S = ]3; +oof
Montrer que S est une partie stable pour (R, %)

_— ——————

On munit R d’une loi de composition interne * définie par: axb=a+b—3ab; V(a;b) €
RZ
Montrer que * est commutative et associative.

On muni R? d’une loi de composition interne T définit par :
(a;b) T (x;y) = (ax;ay +b) ; V(a;b) € R? et V(x;y) € R?
Montrer que T est commutative et ni associative dans R?.

—— T R =T ——————

On muni R d’une loi de composition interne * définie par: a*b =ab— (a+b)+2; V(a;b) € R?

Montrer que * est commutative

Montrer que * admet un élément neutre et déterminer les éléments symétrisables.

R — ————




f(Z7+) —>(Z*,X)
X — 5"
Montrer que f est un morphisme de (Z,+) dans (Z*, x)

Soit I’application :

e — ————

On munit R? de la loi de composition interne suivante :
(a;b) * (a';b') = (ax a';bx V') ; Y(a;b) € R? et V(a';b') € R?

Montrer que * est commuative et associative.

Montrer que * admet un élément neutre et déterminer dans R? les éléments symétrisables
pour la loi *

Soit § = R x {0}
Montrer que S est une partie stable de (R?, *)

Montrer que (S,*) admet un élément neutre et comparer les éléments neutres de
(R?,%) etde (S,*)

——————

|

Exercice : 8

On munit R d’une loi de composition interne * définie par: xxy =x+y—xy; V(x;y) €
RZ

Soit f I’application définie sur R vers R tel que : f(x) =1—x; VxR

Montrer que f est un homomorphisme bijectif de (IR, *) dans (R, x)

En déduire que * est associative et que * admet un élément neutre que 1’on déterminera
Déterminer I’ensemble des éléments symétrisables pour la loi *
Soita € R calculer: A=gx*ax*...xqan e N*

—_———

n fois

T ——————

On pose : [ = ] _rz { et V(x;y) € I?
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2°2
On munit / de la loi de composition interne définie par : x*y = arctan (—1 + tanx+tany)
Montrer que (/,*) est un groupe commutatif.

e — ——————— e
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Exercice : 10

On munit R? d’une loi de composition interne T définie par :
() T3y = (X+x’;yex' +y’e‘x) }V(xy) R et (¢3)) €R?

Montrer que (R?, T) est un groupe non commutatif.

Exercice : 11

On considere 1’ensemble des matrices suivante :

E:{MaZ(; g)/aeR}

Montrer que E n’est pas un sous-groupe de (.7, (R),+)

I|

Exercice : 12

On munit R de la loi de composition interne définie par :
xxy=x/y2+14+3Vx2 +1; Y(x;y) € R?
Soit I’application f: R — R définie par :

1

X —X
=" 2
Montrer que f est un isomorphisme de (R, +) vers (IR, *) 5«
En déduire la structure de (R, ) E
&)
- ———— j
2
On considere I’ensemble suiyant : o
E:{a+b\/§/ (a;b)EQZ} E
Montrer que (E,+) est un groupe commutatif. -
2. Montrer que E est une partie stable de (Q, x) =
7. Montrer que (E, +, X ) est un anneau commutatif unitaire. E
e
Soit (A, +, x) un anneau tel que : x> = x; Vx € A
((A,+, x) s’appelle anneau de Boole )
calculer (x+x)*
En déduire que : x+x =0y4
I —  —
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(04 est I'élément neutre de (A, +) )
Soient: x€AetycA
Calculer (x+ y)2 en fonction de x et y
En déduire que (A, +, x) est commutatif.
En déduire : xy (x+y)
On suppose que : x # 0 ety # 04 ety # x
montrer que :
X+y#04 et x+y#y

Déterminer le tableau de la somme pour les éléments : 04, x, y, x+y

e — ———m—————————————

On considere I’ensemble des matrices suivante :

E— {M(mb) _ (Z _j”) /(a,b) € ]R2}

Montrer que (E,+) est un groupe commutatif
Montrer que E est une partie stable de (.#5 (R), %)

Soit f I’application qui associe a chaque matrice M(,;) de E\{O2} le nombre com-
plexe : a+ ib\v/2 de C*

Montrer que f est un morphisme bijectif de (E\{O,}, x) dans (C*, x)

En déduire la structure de (E\{O,}, x)

Montrer que (E,+, X) est un corps.
_— e e
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