Etude analytique de I’espace

Les orientations pédagogiques 1

Capacités attendues

» On déterminera un repere et une base a
partir de quatre points non coplanaires ;

» On utilisera la projection sur un plan
parallelement a une droite pour déterminer
les coordonnées dun point (sans aborder de
maniere excessive la notion de projection) ;

» On accordera une importance a I’étude
analytique pour étudier les positions
relatives de droites et de plans dans
lespace.

» Exprimer les notions et les propriétés de la
géométrie affine et de la géométrie
vectorielle a 1’aide des coordonnées ;

» Montrer la colinéarité de deux vecteurs;

v

Montrer la coplanarité de trois vecteurs ;

» Choisir la représentation convenable
(cartésienne ou paramétrique) pour étudier
les positions relatives de droites et de
plans , et pour interpréter les résultats.

H

Les prés-requis

|

Les extensions

» Vecteur de I’espace
» Déterminants

» Colinéarité des vecteurs

» Géométrie dans I’espace

» Physique : calculs des grandeurs
vectorielles en mécanique et élétricité
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Section I @ Repérage dans I’espace

n Repérage dans l'espace

D> Définition Vo
Soient O, I J et K quatre points non coplanaires.
OnposeOI—z 07= tO?-k

. — —> . ,
» Le triplet ( i ;?; k ) est appelé une base de I’espace. :

_>
» Le quadruplet (0, ?, k ) est appelé un repere de I’espace.

y Remarque
Si (gl) 1 (0J), (0J) L (OK) et (OI) L (OK) et OI = OJ = OK =1 alors

(0; i ; j: k) estunrepere orthonormé

Quatre points non coplanaires O, A, B et C déterminent une base de 1’espace. Par
—

exemple (OA; O?; 0?) et un repere de I’espace par exemple (O; @i; 0?; O?)

” . N . |
Coordonnées d’un point dans un repere - coordonnées d’un vecteur dans une base

P> Définition N e
_>
Soit (O;?;?; k ) un repere de 1’espace.
: . — = =
>Pour tout point M de I’espace, il existe unique triplet (x;y;z) de réelstel que : OM =x i +y j +

Z k
%
>Pour tout vecteur o de I’ espace, il existe unique triplet de réels (x;y;z) tel que : U=xi+ y? +

Z k

. . . . N - -
»Le triplet (x;y;z) est appelé triplet de coordonnées du point M dans le repére (0' i ;7; k
X est l’absmsse du point M , y est I’ordonnée du point M , z est la cote du point M , et on écrit :
M(x;y;z) ou OM(x ¥;2).

R oed p - . 7

»Le triplet (x;y;z) est appelé triplet de coordonnées du vecteur o dans la base ( iy ]k ) et on
note o (x;y;2)
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— Exemple
%
M(1;—3;4) «:@:7;37+4k_>
N(~2:2:5) & ON = 2] +2?i>5 K
W(133;-2) & d =1 +3] —2%
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Section I @ Repérage dans I’espace

Application

Construire le point A(1; —1;1) ( ou encore OA =71 I
Construire le vecteur 1 (2;1;1) (ou encore W =2 i +

%
Soient 7(x; y;z) et 7(x’ ;y';7') deux vecteurs dans une base ( j ;?; k ) de V5 .

» Les coordonnées du vecteur @ + vV sont (x+x';y+y;z2+7)

» Pour tout réel & , les coordonnées du vecteur o i sont (ax; ay; az)
- - X - =
Soit A(x4;ya;z4) et B(xp;yp;zp) deux points dans un repere (O; i ;?; k )

» Les coordonnées du Vecteurzﬁ sont zﬁ(xg — XA3YB — YAZB — ZA)

XB+XA YB+YA 2B+ 24
2 7 2 72

» Ladistance AB = \/(xg —x4)2+ (yg —ya)? + (28 — 24)> )
\ )

» Les coordonnées du point I le milieu de [AB] sont / (

—e Exemple

Soit A(1;—3;5) et B(—2;2; 1) deux points dans un repére (0; i

»Les coordonnées de AB estzﬁ(—Z —1;2—(=3);1-5) :,ﬁ(—S;S; 4)
14(=2) =342 5+1 11
»le milieu de [AB] est / < +g ); 32+ ;5; ) Donc / = ;3>

Soit 7(1; 1;1) et 7(2; —1;3) deux vecteurs dans une base ( ';

J
b (74 V) (142 1+ (=1):14+3) = (B + V) (3:0:4) =37 +4
b7 (4;-2:6) =2 x (2;—1;3) =27

Application
N R P N = = v .
On considere dans 1’espace rapporté au repere (0; P57 k) le point M(1;—2;3) et les vecteurs
-
Ok =3k etoM' =T — 2? et A est le milieu des segment [KM]
Déterminer les coordonnées des points O, K, M’ et A

Donner les coordonnées du vecteur —2@
Montrer OKMM’ est un parallélogramme

Application

Soit ABCDEFGH un parallélépipede rectangle
Vérifier que les vecteurs E_/K , ﬁ et ETTJ} forment une base de V3

Déterminer les coordonnées de vecteurs zﬁ s —35} et Iﬁ +ﬁ dans la base (ﬂ,ﬁ ;Iﬁ}l )
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Section I @ Vecteurs coplanaires

m Vecteurs coplanaires

Condition de la colinéarité de deux vecteurs

- = =
i;?;k)

Ve

Soient 7(x;y;z) et 7(x’ ;y';7') deux vecteurs de 1’espace rapporté au repere (0;

» 7 et V sont colinéaires équivaut a il existe o de R tel que U = oV ( condition géométrique
).

» 7 et V sont colinéaires si et seulement si xy —x'y =0, x7 —xz=0 et yZ —y'z =0 (
condition analytique ).

/ / /
> Les déterminants suivants : A, = | z =y —yzetAy= ’ch )zC' =x7 —x'zetA, = ’;C ;C, =
xy' —x'y s’appellent les déterminants extraites de i et V.
o et V sont colinéaires équivauta Ay =A, =A, =0
. J
Exemple
On étudie la colinéarité de # (1;2;3) et V (1;2;1)
OnaA, = g f =2x1-2x3=-3 #0d’0ﬁ76t7ne sont pas colinéaires

Déterminant de trois ve‘&eu* v

Soient U (x;y;z) ., V(¥3y:2) et W(x";y";Z") trois vecteurs de I’espace rapporté au repére
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(0; i;?;k).Lenombredet(7,7,W): y vy Y :xy, y// —y x/ x// +zx; xj/‘
roon < Z 7 z y y
7 z N
x( y/Z// B yllzl) —y ( x7 — X”ZI) + Z( ¥ y// ¥ y/)
Est appelé déterminant des vecteurs o et V et W dans cet ordre
Exemple
Calculer det(, V', W) tels que o (1;2;3) , V' (—2:4;0) et W (0;1;0)
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Section III @ Droites dans I’espace

-2

! 4 1
Onadet(ﬁ,V,W): 2 4
3 0

00

-2 0

0 0 4 1

o = O

ool 2l o

1(4x0—-1x0)—2(-2%x0-0x0)+3(—2x1-0x4)=-6

Trois vecteurs coplanaires

Théoréme

Soient 7(x; ¥:2) , 7(x’ :y';7) et W?(x” ;y";7") trois vecteurs de I’espace rapporté au repere
(0:7:7.7)

Les vecteurs i« , V et W sont coplanaires si et seulement si det(7, v, W) =0

Application

Soient uf ((—1;—2;0) , u3((3;5;—1) , u3 ((—5;—5;5) et uz ((0;—1;2) quatre vecteurs de V3

ui , ub et uj sont coplanaires.

u_f , u_2> et u_4> sont non coplanaires.

Montrer que les vecteurs

Montrer que les vecteurs

m Droites dans l'espace

Dans tout ce qui suit, I’espace est muni dun repere orthonormé (O;

— —
i;7;k)

Représentation paramétrique d’une droite

Soit (D) une droite passant par un point A(x;y4;z4) et de vecteur directeur u (a;b;c) .
» Soit M(x;y;z) un point de I’espace , on a :

X—Xxq=at X=xp+tat

% \
Me(D)@(EIteR)AMth@(EItER) y—ya=bt & (FHER)Sy=y,s+bt
7—2z24 =ct 7=24Fct

T

Soit A(xa;ya;z4) un point de I’espace et 7(a;b;c) un vecteur de V3 La droite (D) passant

par A et de vecteur directeur 7 admet un systeme d’équations, appelé représentation para-
X=xp+at

métrique, de la forme :(D) : { y=ys+bt Jt€R
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Z=124t+ct
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Section III @ Droites dans I’espace

— Exemple
x=1+2t
y=2+t /t € R est une représentation paramétrique de la droite D(A, W) o A(1;2;3) et
=3t
(2;1;—1)

Application

Déterminer une représentation paramétrique de la droite passant par les deux points A(1;2;0) et
B(—1;1;3)

(] Remarque

» Pour chaque valeur du parametre # on obtient un point et un seul et la réciproque est
vraie

»représentation paramétrique de la droite D(A, 7) n’est pas unique , on peut rem-
placer (xo,yo,20) par (x1,y1,z1) coordonnées de point B a condition que B € D(A, i)

h V 4

Deux équations cartésiennes d’une droite

 Définition (Autre définition) .
Soit A(x4:y4;24) un point de I’espace et  (a;b;c) un vecteur de Vs . La droite (D) passant par A
et de vecteur directeur % admet un systeme de deux équations cartésiennes de la forme :

X=X Y=YA 22

» Siabc#00na

b c
X = XA
> sia=0etbc#00nas y—yy z—2z4
b ¢
> Sia=0etb=00nad 4
y=JXYA

2

— Exemple

» Soit (D) la droite passant par le point A(1;2; —1) et de vecteur directeur # (1;2;3)
—1 -2 1
Ona:M(x;y;z)eD(A;7)(:>x _7 =Z+
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1 2 3
x—1 y-=-2
=5 20—1)=y—-2 2x—y=0
Donc 12 _%_1 & (x=1)=y & ey Sont deux équations
Y _Z% 3(y—2)=2(z+1) 3y—2z—8=0

cartésiennes de la droite (D)
» Soit (A) la droite passant par le point A(1;2;—1) et de vecteur directeur v (1;0;1)
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Section IV e Plans dans I’espace

x—2z—2=0
y=2

Ona:M(x;y;z) €A(A; V) & 1 1
Yy=YA
deux équations cartésiennes de la droite (A)

Application

1
Déterminer deux équations cartésiennes de la droite (A) passant par le point A(1; £ —3) diri-

Sont

gée par le vecteur u (—3;4;5)
Soit (D) une droite définie par ses deux équations cartésiennes suivantes
x—1 y+2 z-6
2 4 3
Déterminer un vecteur directeur de la droite (D) et un point de (D)

B Déduire une représentation paramétrique de la droite (D)

m Plans dans l'espace

Représentation paramétrique dun pfan‘
On considere les points A(1;2;3) , B(—1;3;1) et C(3;3;—1).
Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
Soit M (x;y;z) un point de ’espace.
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x=1-2t+2¢
Montrer que M € (ABC) < (3(t,t') € R? : { y=2+41+1 le systéme est une représen-
z=3-2t—4¢

tation paramétrique du plan (ABC).

En déduire que M € (ABC) < x+6y+2z—19=0
L’équation x + 6y + 2z — 19 = 0 est appelé une équation cartésienne du plan (ABC).

P> Deinition [
Soit A(x43y4;z4) un point de 1’espace 7(a;b;c) et 7(61’ ;b'; ") deux vecteurs non colinéaires.
X=xq4+at+dt
Le systéme { y =y, +bt +b't'  est appelé une représentation paramétrique du plan P(A, W, V)
z=za+ct+c't
passant par A et de vecteurs directeurs AetV

2

1.CHAPTER 1 ETUDE ANALYTIQUE DE L’ESPACE
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Section IV e Plans dans I’espace

— Exemple

Déterminer une représentation paramétrique du plan P(A, 7, V) tels que A(1;—2;3) un point de
lespace 7(1; 1;3) et 7(2;2; -3)

x=1+t+2¢
Soit M(x;y;z) un point de 'espace. M € P& { y=—2+1+2¢  /3(t,t') € R?
z=3+43t—-31

' .

Equation cartésienne d’un plan

> Définition -G VP
Soit A(x4;y4;24) un point de I’espace 7( o;B;7) et 7(06’ ;B’;7') deux vecteurs non colinéaires.
Le plan (P) passant par A et de vecteurs directeurs U etV aune équation cartésienne de la forme :

. ﬁ ﬁ/ a/ !
ax+by+cz+d=0o0ua= eth =
Y ‘y Y Y

etc= ‘g g, etd = —(axa+Dbys+cza)

L’ensemble des points M (x;y;z) de I’espace tels que ax+ by + cz+d = 0 ,ou (a;b;c) # (0;0;0) ,
est un plan de I’espace.

—e Exemple .
Déterminer une équation cartésienne du plan P qui passe par le point A(—1;2;1) et dirigé par les =
vecteurs 7(1;2;—1)1}7(—1;—1;3) =
M(x;y;z2) EP(:>det(AM;7;7)=0 :

a
x+1 1 -1 B
2 -1 1 -1 1 —1 =)
Sly=2 2 —11=0& (x+1) —(y—2) +(z—1) =0 o
-1 3 -1 3 2 -1 =
z—1 —1 3 ;
=
S4x+1)-2(y-2)+(z—1)=0<4x—2y+z+7=0 z
Donc 4x — 2y +z+ 7 = 0 est une équation cartésienne du plan P =
=
=
—
&
=
=
=9
<
o
Q
-
Cours https://steinmath.com 2023-2024


https://steinmath.com

Section V e Positions relatives de droites et plans

n Positions relatives de droites et plans

e . . Vo
Position relatives de deux droites |

Soient (A; /) et A(B; V) deux droites de I’espace.
» Si i et ¥ sont colinéaires et B € (D) ou A € (A) alors (D) et (A) sont confondues.
» Si i et V sont colinéaires et B ¢ (D) ou A ¢ (A) alors (D) et (A) sont strictement paralleles.

» Si % et ¥ ne sont pas colinéaires et det (1@, w0 7) =0 alors (D) et (A) sont sécantes en
un point.

» Si @ et V ne sont pas colinéaires et det (ﬁ;7;7) # 0 alors (D) et (A) ne sont pas
coplanaires.

\ J

Application

Etudier la position relative des droites (D) et (A) dans chacun des cas suivants :
> D(A(1;0;3); W (1;2;—1)) et A(B(—1;0;0); V' (—1;1;5))

x=1+2t x=-—1-2¢
> (D){y=2+t JteRet(A){y=4+3" /feR
z=3—1 z=-3+¢

Position relatives de (M&pM‘ v |

Soient P(A; 1 ; V) et Q(B;7; 7) deux plans de I’espace.

Les plans (P) et (Q) sont paralleles si et seulement si les vecteurs i , V , 7 et 7 sont coplanaires,

ou encore : det(, 7V, 7) =0etdet(u,V, 7) =0 N
\Si et B€ (P)ouA € (Q) alors (P) et (Q) sont confondues. )

| Remarque

Si les plans (P) et (Q) sont sécants, alors leur intersection est une droite.

Application

Etudier la position relatives des plans (P) et (Q) des équation respectives —2x+2y—4z—1=0
etx—y+2z=0.

On considere les deux plans (P) : x—y+2z+1=0et(Q) : x—4y+3y=0
Prouver que les plans (P) et (Q) sont sécants.
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Section V e Positions relatives de droites et plans

Déterminer une représentation paramétrique de la droite de leur intersection.

Positions relatives d’une droite et un plan

Soient D(A; W) une droite et P(A; @; V) un plan de I’espace.
» Sidet(u,V,W)=0etAe (P)alors (D) C (P)
» Sidet(u,V,W)=0etA¢ (P)alors (D) est strictement parallele 2 (P)

_ » Sidet(w,V, W) # 0alors (D) perce le plan (P) )

Propriété

Soit (D) une droite de vecteur directeur 7 (; B;7) et (P) un plan d’équation ax + by +cz+d = 0,

ol (a;b;c) # 0 de 1 espace.
La droite (D) est parallele au plan(P) si et seulement si act +bf +cy =10

— Exemple
Soit (P) le plan défini par I’équation cartésienne : x+y—z+ 1 =0 et (D) la droite définie par
x=1+t
la représentation paramétrique ¢ y=1-—¢ /t € R Pour étudier ’intersection de (D) et (P) on
z2=2+t
x+y—z+1=0
. . x=1+t¢ .
résout le systeme : (S) : 1D, /t € R on remplace respectivement x , y et z par
y=1=
2=2+t

1+¢,1—tet2+¢dans I’équation 1 etonobtient 1| +71+1—¢t—2—t+1=0D’old ¢ =1 Alors
x=2,y=0etz=1
Donc (D) perce le plan (P) au point M(2;0;3)

Application

Etudier la position relative de la droite (D) et le plan (P) dans les cas suivants

2
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x=1+1
(D):<dy=1—t JteRet(P):2x—3y+z—4=0
z=2+t

D (A; W(1;2;—1)) une droite et P(A(2;0;1); W (3;4;—2); V (0;1;4))
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