ions

Etude des fonct
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q,Q” Etude des fonctions

H

Les orientations pédagogiques 1

Capacités attendues

e On se limitera a la détermination de limites de
fonctions simples (fonctions polyndémes du
second degré ou du troisieme degré ou de
fonctions de la forme : x — ax+ b+ ¢(x) ou
lim @ (x) = 0) aux bornes de son domaine de
définition et on déterminera aussi les branches
infinies de leurs courbes représentatives

e On étudiera des fonctions dont le calcul de la
dérivée et I’étude de son signe ne posent pas trop
de difficultés e On
traitera la résolution graphique d’équations et
d’inéquations de la forme :

f)<e 5 flx)=gx)
f)<glx) 5 flx) <gl)

ou f et g sont des fonctions figurant au
programme ,dans des cas ou la résolution
algébrique n’est pas simple.

e Résoudre graphiquement des équations et des
inéquations °
Utiliser la périodicité et les éléments de symétrie
dune courbe pour réduire le domaine détude
dune fonction o Utiliser le signe
de la dérivée seconde pour étudier la concavité
dune courbe et déterminer ses points dinflexion
¢ Etudier et représenter des fonctions
polyndmes, des fonctions rationnelles et des
fonctions irrationnelles.

e Etudier et représenter des fonctions
trigonométriques simples.




Avant propos

L’étude des fonctions numériques est importante dans tous les domaines des mathématiques pures et ap-
pliquées, y compris les mathématiques appliquées a I’économie, a la finance et aux affaires. Par exemple,
le langage de 1’analyse économique regorge de termes tels que les fonctions d’offre et de demande, les
fonctions de cofit, les fonctions de production et les fonctions de consommation.

Donc, dans ce chapitre, nous allons introduire quelques concepts majeurs tels que les asymptotes, les
branches paraboliques, la convexité et I’axe de symétrie, qui nous sont utiles pour étudier le comportement
de n’importe quelledfonction.
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Section I @ Branches infinies :

u Branches infinies:

Dans tout le chapitre le plan est muni d’un repere orthogonal (0;?; D

Y Définition AP
Soient f une fonction numérique et (C f) sa courbe représentative.

On dit que (Cf) admet une branche infinie si I'un des coordonnées d’un point de (Cf) tend vers |
I’infini.

Asymptote verticale - Asymptote horizontale :

_____ &
K} Calculer limites de f au voisi-
nage de —oo et -o0.

I Que peut-on dire sur (Cy) au ¢ i
voisinage de —oo et 40 ? ? :

2| PBY Calculer lim f(x)et lim f(x). | i |
2 B im f(x) et lim f(x) W Jun

m Que peut-on dire sur (C f) au

voisinage de 2 ? 32 1o\

-1

o g

) Définition PV Q. 2

Soient f une fonction numérique et a et b deux nombres réels.

2

e Si lim f(x) = oo ou lim f(x) = oo, alors on dit que la droite d’équation x = a est une
x—at x—a-

asymptote verticale 2 la courbe (Cy).

e Si li_r)n f(x) = b, alors on dit que la droite d’équation y = b est une asymptote horizontale a
X—>o0

la courbe (Cf) au voisinage de oo.
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— Exemple
DREN . P . 2 _
On considere f la fonction définie par f(x) = 3");—_"42
. : 2 : e
e Ona lim f(x)= lim W = oo alors (C f) admet une asymptote verticale d’équation
x—2+ x—2+t T
x=2.
e Etona lim f(x) = lim 3552 — Jim 3 — 3. Donc (Cr) admet une asymptote
X—>fo0 x—too X1 X0 2 : f ymp
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Section I @ Branches infinies :

horizontale d’équation y = 3 au voisinage de +-oo.

Application

On considere f la fonction définie par son tableau de variations suivant :

e |00 0 2 Foe

+oe | | +oo +oo

f(x) /

1 —oo 1

Déterminer les éventuelles asymptotes a la courbe de f.

Asymptote oblique QU

Dans ce paragraphe, f étant une fonction qui admet une limite infinie au voisinage de oo.

Soit f la fonction définie sur R\ {3} par f(x) = ZX"—; et (D) est la droite d’équation y = Jx —

EN[ON)

Calculer limites de f au voisinage de —ecet |

oo,
-?-6-5-4-3-2-10__,.-1"2 3 4 5 &
2| Calculer lim DLy S (D) .~
. C )C—):I:Wf(x) (Zx 4) o.-". =2
-3
—4
-5

2

Que peut-on dire sur (Cy) et la droite (D) ?
» Détuition.

Soient a et b deux réels tels que (a # 0).

e Si 1_1)1_1’_1 f(x) — (ax+Db) = 0 (respectivement lim f(x) — (ax+b) =0 ), alors on dit que la
X—>—o0 X——o
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droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe de f au voisinage de oo
(resp —oo).

Propriété

La droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe (Cf) au voisinage de oo

(respectivement au voisinage de —oo ) si et seulement s’il existe une fonction 4 telle que f(x) =
ax+b+h(x) et lim h(x) =0 (respectivement lim,_, 1 2(x) =0).
X—>—o0
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Section I @ Branches infinies :

— Exemple

au voisinage de oo.
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Section I @ Branches infinies :

) 4

(Cy) ’ :
1 ) (Cy) . €
1 (D) e

/ 6] 1 2 3 4 5 6 1 8 8 )

-1 0 1 2 a 4 5 6
T3 2 10| 1 2 -
]EC f)alilmet ulll)e ) (C f)admet une branche (C f)admet une branche
dgagiieztlijial';xiqzll: parabolique de direction l'axe | parabolique de direction la droit
ordonnées des abscisses. (D).
— Exemple

On considere f,g et h les fonctions définies respectivement par f(x) = 3x*> —2x + 1, g(x) =

V3x—2et h(x) = 2x* +/x.

e Ona lim f(x)= lim 32— 2x+1= et lim L2 = Jim 3"2;&:4—%.
X oo

X—rfoo X X—>oo

Donc (C f) admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées au voisinage de +-co.

e Ona lim g(x) = lim /3x—2=+ecet lim 89 — fim V32 = lim /32—,

2
X—>+o0 X—>+oo0 x—too X x—foo X X—>o0 x

Donc (C f) admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses au voisinage de —+oo.

: r 0o h(x) _ 2ety/x —
. Onaxgrfwh(x) = 11m 2x+\/— +oo et xgrBw - xgrfw - xgrfw2+ i 2et
lim h(x) —2x= hm \/_ +oo.
X—>+o0

X—r+too

2

Donc (C f) admet une branche parabolique de direction droite d’équation y = 2x au voisinage de
o0,

wn
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Déterminer la branche parabolique de (C f) au voisinage +oo de dans chacun des cas suivants

flx)=x3—4x2—1 ﬂ fx)=vx+1— ﬂ @) =22
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Section IT @ Concavité d’une courbe - points d’inflexion :

O Résumé :
lim f(x) = o
X—=a

(Cf) admet une asymptote verticale d'équation x = a

limf(x)=1 »| (Cr) admet une asymptote horizontale d'¢quation x =1
X au voisinage de oo

(Cr) admet une branche parabolique de direction
f(x) "| l'axe des abscisses au voisinage de o0
lim

lim /) = o

x—oo X o

(Cf) admet une branche parabolique de
direction l'axe des ordonnées au voisinage de oo

(Cy) admet une branche

oo |y parabolique de direction la droite
d'équation y = ax au voisinage
de co

h 4
lim (F (x) ~ ax)

(Cy) admet une asymptote oblique
d'équation y = ax + b au
voisinage de o0

-

A 4
=
A4

m Concavité d’'une courbe - points d’inflexion:

P> Définition Y A N
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle / et (C f) sa courbe dans un repere orthonormé
(0:1; j). On dit que (Cy) est:

e On dit que (Cf) est convexe (ou admet une concavité dirigée vers les ordonnées positives),
si (Cy) est entirement située au-dessus de chacune de ses tangentes. - On dit que (Cy) est
concave (ou admet une concavité dirigée vers les ordonnées négatives), si (C f) est entiere-
ment située au-dessous de chacune de ses tangentes. - A(a; f(a)) est un point d’inflexion de
(C f) si la courbe traverse sa tangente en ce point. O

2

— Exemple
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i Cﬂﬂvﬂ$ﬂ
fonction cosinus sur [—E' —3”}. :
2°72

La fonction cosinus est concave sur Y o
[—%:5] et convexe sur [%,37”] et A(%;0) " =
est un point d’inflexion de (Ceos)- Conbcave |

ﬂlt i

La figure ci-contre représente la courbe de la . /_

f2

L
e
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Section II @ Concavité d’une courbe - points d’inflexion :

[ Remarque

Un point d’inflexion est un point de (C f) ou la courbe (C f) change de concavité.

Y Définition ;ﬁ
Soient f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle / et (Cf) sa courbe représentative et
acl.

e Si f” est positive suor I’intervalle I, alors (Cf) est convexe )
e Si f” est négative sur I'intervalle /, alors (Cy) est concave.

e Si f” s’annule en a en changeant de signe, alors le point A(a; f(a)) est u point d’inflexion de
(Cs)-

Exemple

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> —2x> 4+ x— 1.

Etudions la concavité de (Cf) en précisant les points d’inflexion.

Application

Etudier la concavité de courbe de la fonction f en précisant les points d’inflexion s’ils existent dans
chacun des cas suivants :

f(x)=1—12x4—2x2+3x+5 ﬂ f(x):x+ﬁ

Application

La figure ci-contre représente la courbe repré-
sentative d’une fonction f définie sur [—4;4].

Etudier la concavité de courbe de la fonction f
en précisant les points d’inflexion s’ils existent.
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Section III e Eléments de symétrie d’une courbe :

m Eléments de symétrie d’'une courbe:

yd 3 v
Axe de symétrie : &

Soit f une fonction définie sur un ensemble D et (Cf) sa courbe représentative dans un repere
orthonormé.

La droite (A) d’équation x = a(a € R) est un axe de symétrie de la courbe (Cy) si et seulement si :
(VxeD); (2a—x)eD
(VxeD); f(Qa—x)=f(x) ’

Exemple

Montrons que la droite d’équation (A) : x = —% est un axe de symétrie de la courbe de la fonction
f définie par f(x) = x> +x+1.

Application

Montrer que la droite (D) est un axe de symétrie de (Cf) dans chacun des cas suivants :

[\S]19]

. f(x)z)ﬁf’wet(D):le ‘o fx)=vx*—4x+5et(D):x=

m Centre de symétrie:

Soit f une fonction définie sur un ensemble D et (Cf) sa courbe représentative dans un repere
orthonormé.
Le point Q(a;b) tel que (a;b) € R? est un centre de symétrie de la courbe (Cy) si et seulement
G- { (VxeD); (2a—x)eD

"l (VxeD); fQRa—x)+f(x)=2b"

2

j72]
4
=
[
[
Q
4
o
=
72}
=
=}
=
a
=}
[
=
v
&~
=
[
A
<
=
<
-

— J
Exemple
Montrons que le point Q(1;1) est un centre de symétrie de la courbe de la fonction f définie par
) =35
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Section IV e Centre de symétrie : Q

Application

| o f(¥) =5
=
_ ]
=
—

Montrer que le point Q est un centre de symétrie de (C f) dans chacun des cas suivants :

= =24Tx5 o (%:3)- ‘o f(x) =23 +6x% +3x+3 et Q(—1;4).
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