ion

t

7

ériva

Lad

Chapitre

L.a dérivation

Les orientations pédagogiques

Capacités attendues

» Parmi les exemples a traiter;
approximation affine au
voisinage de 0, des fonctions

suivantes :

h— (1+h)? ; h— (1+h) ;

h—>L et h—+V1+h

14+h
. . sin(x)
» On utilisera lim
x—0 X
déterminer la dérivée de

pour

chacune des fonctions x — cosx

et x — sinx

» On admettra les théoréemes
concernant la monotonie et le

signe de la dérivée premicre ;

» on admettra la solution générale

de I’équation différentielle :

Y+ ’y=0

B Approcher une fonction au voisinage d’un point x ;

B Reconnaitre que le nombre dérivé de la fonction en
xo est le coefficient directeur de la tangente a cette

courbe au point d’abscisse xg ;
B Reconnaitre les dérivées des fonctions de référence ;

B Maitriser les techniques de calcul de la dérivée de

fonctions;

B Déterminer une équation de la tangente a une courbe

en un point et construire cette tangente ;

B Déterminer la monotonie d’une fonction a partir de

I’étude du signe de sa dérivée;

B Déterminer e signe d’une fonction a partir de son

tableau de variation ou de sa courbe représentative ;

B Résoudre des problemes concernant des valeurs

minimales et des valeurs maximales.

Les prés-requis

Les extensions

B Manipulation des fonctions .
B Equations et inéquations .

B Généralités sur les fonctions .
B Tableau de variation .

B Limites d’une fonction .

» Etude des fonctions numériques .

» Théoreme des valeurs intermédiaires - Théoreme de Rolle

- Théoreme des accroissements finis ...
» Dérivées partielles.

» Applications en physique : calcul de vitesse,

d’accélération, de force, et d’énergie ...




u Dérivabilité dune fonction au un point

Section [ @ Dérivabilité dune fonction au un point

Avant propos
L’évolution du concept de "la dérivation" en mathématiques a commencé au XVIle siecle avec les tra-
vaux indépendants d’Isaac Newton et de Gottfried Wilhelm Leibniz. Chacun a introduit des méthodes
pour mesurer les taux de variation de quantités et de fonctions. Newton a employé les "fluxions", tandis
que Leibniz a développé la notation dy/dx” pour représenter les petites variations. Cette période a été
marquée par une querelle sur la paternité du calcul différentiel entre les deux mathématiciens. Au fil du
temps, la notation de Leibniz s’est imposée comme la norme, et la dérivation est devenue un pilier de
I’analyse mathématique, ayant des applications répandues dans divers domaines.

Le nombre dérivé

La chute d’une balle de tennis a été prise en photos a intervalles réguliers
de 0,02 seconde (chronophotographie). Des mesures de la distance d(7)
parcourue par la balle (en metre) en fonction du temps ¢ (en seconde) sont

effectuées et sont données dans le tableau suivant :

t 0,24 | 0,26 | 0,28 | 0,30 | 0,32 | 0,34 | 0,36
d(t) | 0,29 | 0,327 | 0,388 | 0,446 | 0,509 | 0,575 | 0,644

La vitesse moyenne v d’un objet est le quotient de la distance par-
courue d par le temps ¢ mis pour la parcourir. Avec les données de

I’exercice, on I’exprime en métre par seconde (m.s~!) : v = n

a- Calculer la vitesse moyenne de la balle entre 0,26s et 0,30s, entre 0,28s et 0,32s puis entre
0,30s et 0,34s.

1.CHAPTER 1 LA DERIVATION

b- La vitesse moyenne obtenue est-elle la méme pour une méme durée ? pourquoi ?

On admet que, pour toutt >0, d(t) = 5¢2 . Soit h > 0. Exprimer, en fonction de 4, la vitesse

moyenne entre deux instants trés proches t = 0,3+ hett =0,3.

a- On prend des valeurs trés proches de 0 pour /. Calculer la vitesse moyenne en (m.s~!) pour
h=0,1, pour h = 0,01, pour 4 = 0,001 et pour &z = 0,0001.
b- Que constate-t-on pour la valeur de la vitesse moyenne quand /4 se rapproche de plus en

plus de 0?
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Section I @ Dérivabilité dune fonction au un point

> Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / et a un élément de /.

On dit que la fonction f est dérivable en a sil existe un nombre réel / tel que : [ imM U

X—a X—dad
Le réel [ est appelé le nombre dérivé de la fonction f en a et on le note par f’(a), on écrit :

o £ = £(@)
X—a X—da

= f'(a)

Remarque
f(x)—f(a) f(x)—f(a)

—Si lim——————= =0 ou ——————= n’apas de limite en a alors f n’est pas
x—a  X—a xX—a

dérivable en a .

= f'(a)

—On pose h=x—a, on obtient que : limM — limf(h+a) 1 AC
x—a  X—a h—0 h

e g 808 80
a
!
|
“

—e Exemple
Etudions la dérivabilité de la fonction f(x) =x*> —3x+4ena=1
—f(1 2 _3x4+4-2 —1)(x—2
Puisque : limf(x) () — lim™ o == limw =limx—2=—1
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
Alors la fonction f est dérivable en a=1 etona f/(1) = —1.

Application

Etudier la dérivabilité de la fonction f en a puis donner le nombre dérivé f'(a) dans chacun des

cas suivants :

1- f(x)=3x+1 et a=—1 2- f(x) = sin(2x) et a=0
3- f(x):xi_i et a=2 4- f(x)=vx—1+1 et a=>5
5- flx)=x*-3 et a=1 6- f(x)=cos(x) et a:g

Z
o
o]
>
>
Lo
&~
=
=]
<
(=)
v
&~
=
[
A
<
o
<
—

E ﬂterprwe ation géométrique du nombre dérivé
mtion
Ladroite (7') qui passe par le point A(a; f(a)) et qui
a pour coefficient directeur f’(a) est appelée la tan- los Q]

gente a courbe (Cy) au point A.

Le nombre dérivé de f en a est unique donc la tan-
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Section [ @ Dérivabilité dune fonction au un point

) 4

gente a sa courbe en A est également unique.

Propriété

Soit f une fonction dérivable en un point a.

Une équation de la tangente (7') a la courbe da la fonction f au point A(a; f(a)) est:

y=[fa)(x—a)+f(a).

— Exemple

Déterminons une équation de la tangente (T') a la courbe de la fonction f(x) = x> —3x+ 4 au point
A(l; (1)) :

Ona f(1) =2et f'(1) = —1 dapres lexemple précédent.

Donc, une équation de la tangente (T') est: y = f'(1)(x— 1)+ f(1)
Cest-a-direy=—1(x—1)+2,donc (T) : y = —x+3.

Application

Dans chaque cas, f est une fonction définie et dérivable sur un intervalle / de courbe représentative

Cy dans un repere. Déterminer une équation de la tangente (7') a Cy au point d’abscisse a.

1- f(x)=3x+1 et a=—1 2- f(x) = sin(2x) et a=0
3- f(x):ﬁ et a=~-1 4- f(x)=yx—x eta=1
5- flx)=x+2x2—1 et a=1 6- f(x) =sinx)—tanx et a=0

Approximatioﬂum&n dérivable en un point par une fonction affine
» Définition

Soit f une fonction dérivable en un point a .

Z
©)
]
=
>
[
&~
=
=]
<
(=)
-
&~
=
—
=9
<
o
e
-

—La fonction g:x+ f'(x)(x—a)+ f(a) estappelée la fonction affine tangente a la fonction f au
point a .

—Le réel g(x) = f'(x)(x—a)+ f(a) est lapproximation affine du réel f(x) au voisinage de a. On

écrit f(x) ~ g(x).
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Section II @ Dérivabilité a droite - Dérivabilité a gauche

— Exemple

Un exercice classique consiste a trouver sans calculatrice une valeur approchée dune fonction au
voisinage dun entier.

Donc, quelle serait une valeur approximative de sin(3) ?

on peut prendre : f(x) = sin(x) et a = 7 (car & est 1élément le plus proche de 3 dont le sinus est
connu)

On aalors f(a) = sin(n) =0et f'(a) = f/(x) = —1 (& prouver)

Ce qui donne : g(x) = —1 x (x— ) +0 (la fonction affine tangente a f au voisinage de )
Cest-a-dire f(3) ~g(3) =—1x (3—n) = —3 . Donc sin(3) ~0.14

Une calculatrice donne sin(3) = 0.14112000806...

Application

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x> +x> — 1

Déterminer la fonction affine tangente a la fonction f en 0.
En déduire une valeur approchée du nombre f(0,0004).

Trouver une valeur approchée du nombre f(1,0004).

m Dérivabilité @ droite ¢ Dérivabilité a gauche

Définitions et nota!mns
» Définition

P> Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a;af tel que (a < @).

Z
o
o]
>
>
Lo
&~
=
=]
<
(=)
v
&~
=
[
A
<
o
<
—

On dit que la fonction f est dérivable a droite en a sil existe un réel /; tel que :

o 1) = £(@)

x—a X—a
x>a

Le réel [; est appelé le nombre dérivé de la fonction f a droite en a et on le note par f(a)

Et on écrit : limM = fy(a)
. X a

P> Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |atsal tel que (a > ).
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) 4

On dit que la fonction f est dérivable a gauche en a sil existe un réel [, tel que :

o 1) = £(@)

x—a X—a
x<a

Le réel [, est appelé le nombre dérivé de la fonction f a gauche en a et on le note par fé (@)

. ) —f /
Et on écrit : )g;% = fe(a) '

v

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / et a un élément de /.

f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a droite en aet f est dérivable a gauche en

a avec fy(a) = fy(a):

< fim W =@ _ ) SO =f@) l) & fest dérivable en a et f'(a) =1
x—at X—a x—a~ X—a
\_ J
— Exemple
) flx)=— x> 1
Etudions la dérivabilité de la fonction f en a =1 tel que : 1 x+1 %
1 1 flo) =50 —x—3 sx<1 é
onaf(l)==-—1—-=-=-1 E
2 Z 1 | 1 2
3 2 A
_ (1 —x —x—=+1 SE=DE" +x-1) 4 <
D’une part : limf(x) Q) — lim 2 2 — lim 2 == -
x—1 X — x—1- x—1 x—1- x—1 2
x<1 1 v
Donc f est dérivable a gauche en 1 et fo(1) = 5 E
) B
+1 =
—f(1 —1 1
d’autre part : lim—f(x) Q) = lim x+l lim S S . 5
ol x—1 =1t x—1 ot (x—=1)(x+1) 2 =
1
Donc f est dérivable a droite en 1 et f7(1) = 5
1
Et puisque f;(1) = fo(1) = 3
1
Alors f est dérivableena=1et f'(1) = 3
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Application

Etudier la  dérivabilit4é de f en a dans chacun des cas suivants
1
__ 4 o 2 .
X)) =Xx x>2 X)=x"+- x<—1
1- f) eta=2. 2- f &) X eta=—1.
fx)=—=x>+x+2 ;x<2 flx) =2x4+3 ;x> -1
3- flx)=|x*—1] et a=1. 4- f(x)=vx—1+2 et a=1(adroite).
Interprétation géométrique — Demi-tangente en point dune courbﬂ A W4

- Si f est une fonction dérivable a droite en a
alors, cela signifie graphiquement que (Cy) admet \f 4
@ O &y
une demi-tangente (77) a droite au point A(a; f(a)) - -
de coefficient directeur f}(a). Equation de la demi- m A
tangente (77) est : -
L t
y=fala)(x—a)+ f(a)
xX>a
- Si f est une fonction dérivable a gauche en a %
alors, cela signifie graphiquement que (C f) admet (T2) E
une demi-tangente (73) a gauche au point A(a; f(a)) N =
a
de coefficient directeur f,'(a). Equation de la demi- » . h
tangente (7») est : >
a &~
=
y= @) —a) + f(a) 3
L x<a 5
J -

J Remarque
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / et a un élément de /.
- Si lim M = —oco ou lim M = +oo alors, cela signifie gra-
x—at xX—a x—at X—a

phiquement que (Cy) admet une demi-tangente verticale a droite au point A(a; f(a)) :
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Section II @ Dérivabilité a droite - Dérivabilité a gauche

—oo : dirigée vers le bas = 4o : dirigée vers le haut

S
—da x—a~ X—a
Cr) admet une demi-tangente verticale a gauche au point A(a; f(a)) :

- Si lim = +oo alors, cela signifie graphi-

X—a -
quement que

—_ =
~

=

~~
L5
+

\

—~ o \‘-‘L‘
o = >
[ ] =~
Q [~  /

=

N—

<

[ — - =
EN
S 3

&H

=
=
L o =i
SI= o~

Q A 4

o b — —

|
|

A | A |

J | b I

> | . |

o 7 a o r a
lim M = —oo : dirigée vers le haut | [im fx) = fla) = 400 : dirigée vers le bas -
x—a X—a x—a~ X—a o)
g
=
— Exemple =
a
L’interprétation géométrique des résultats de I’exemple précédent : 5

-2
flx) = x> 1

Onaa=1et 1 +1 1 \n
f(x)zExS—x—E x<l1 g
Nous avons déja montré que f est dérivable a droite en 1 et f};(1) = > é
Alors (Cy) admet une demi-tangente (7;) a droite au point A(1;—1) d’équation 2

1 3
xX>a
1
Etaussi f est dérivable a gauche en 1 et fo(1) = 5

Alors (Cy) admet une demi-tangente (75) a gauche au point A(1;—1) d’équation :

1 1 3
=—x—-1)—-1=-x—=
y=5k-1) FX =5
x<a
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Section III @ Dérivabilité sur un intervalle

Application

On considere la fonction g définie par : g(x) = v/ x2 — 2x.

Déterminer D, I’ensemble de définition de g.
Etudier la dérivabilité de g & droite en 2. Interpréter graphiquement le résultat.

Etudier la dérivabilité de g & gauche en 0. Interpréter graphiquement le résultat.

m Dérivabilité sur un intervalle

» Détnition . Ar®

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert /.

» On dit que f est dérivable sur I’intervalle 7 si f est dérivable en tout point de /.

» On dit que f est dérivable sur [a;b] C I si f est dérivable sur 'intervalle ouvert |a; b| et f est

dérivable a droite en a et a gauche en b.

» On dit que f est dérivable sur |a;b] C I si f est dérivable sur |a;b] et f est dérivable a gauche

en b.

» On dit que f est dérivable sur [a;b[C I si f est dérivable sur |a;b| et f est dérivable a droite

€n a.

— Exemple
Soit f la fonction définie par : f(x) = x*> — 1 . Montrons que f est dérivable sur [0; +oo[.
— Soit a €]0; +eo , déterminons le nombre dérivé de f en a (il est préférable dutiliser la deuxieme

définition de la dérivation en un point)

Z
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h — h+a)?—1-d*>+1 h? +2ah+ a* — a?
on a lmlite-flo _ . (hta) artl _ yrteeta e
h—0 h h—0 h h—0 h

jig M 20)
h—0 h
Alors f est dérivable sur I’intervalle |0; +oo[
h) — £(0 WP—1+1 h?
—OnahmM=1im—+—l' =0

= [im — =
h—0+ h h—0+ h h—0t h
Alors f est dérivable a droite en 0

On peut remarquer donc que f est dérivable en tout point de [0; +oo|.
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Application

1
I- Soient f et g deux fonctions telles que :  f(x) = x> +2 et g(x)=—.
X

Etudier la dérivabilité de la fonction f sur D 7.

Etudier la dérivabilité de la fonction g sur Dy.

: : : fl) =x* x>2
II- Soit & la fonction définie par .
fx)=—x*+x+2 ;x<2

Etudier la dérivabilité de la fonction 4 sur R.

m Fonction dérivée d’une fonction

Définitions et notations

Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) = /x.

La fonction f est-elle dérivable a droite en 0 ? Justifier la réponse.
m Soit a un réel de I’intervalle |0;4-o[. Montrer que la fonction f est dérivable au point a
etque: f'(a) = p 1 4
: e
La fonction f est dérivable sur I’intervalle |0; 4-oo|.
La fonction qui, a tout réel a €]0; 40|, associe le nombre dérivé f'(a) est appelée la fonction
dérivée de la fonction f et on la note f'.
Pour cet exemple, f” est la fonction dérivée de la fonction f est donnée par :
1
Vx €]0; 4+o0f) ; f/(x) = ——= .
(Vx €]0; +oo]) 5 (%) NG
3

Soit u et v les fonctions numériques définies sur R par : u(x) = x> et v(x) =x> .
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Montrer que les fonctions u et v sont dérivables sur R et déterminer u’(x) et v/(x) pour tout

xeR.

) Définition

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /. La fonction qui a tout réel x de , associe le nombre
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Section IV @ Fonction dérivée d’une fonction

f'(x) est appelée la fonction dérivée de la fonction f, elle est notée f” et définie par :

fiI—=R

xl—>f'(x) _ llmf(h+x) _f(x)

h—0 h ]

— Exemple
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x> +x
Montrons que la fonction f est dérivable sur R et déterminons sa fonction dérivée :

Ona (Vx € R) : }{%f(h“})l—f(x) (ht P+ (htx) = (P 4x) o (2t 14h)

= lim =1
2x+1

h—0 h h—0 h

Par conséquent, la fonction f est dérivable sur Retona: (Vx € R) f/(x) =2x+1

Application

f(x) = sin(x) x>0

Soit f la fonction définie par .
fx)=—x*+2x ;x<0

Etudier la dérivabilité de la fonction f sur R.

Déterminer la fonction dérivée de la fonction f.

Dérivées des fonctions uMpérations sur les fonctions dérivables

1.CHAPTER 1 LA DERIVATION

Fonction f Dy Fonction dérivée f’ Dy
fixr—a, acR R flix—0 R
fixrx R flix—1 R
frx—=xne N —{1} R foxs nt! 1 0; 4o
1
DX 0; 40 Teox s —— R*
fixe— Vx [05 40 fhix NG
1 1
f:x'_>_ R* f’:xr—>——2 R
X X
f x> sinx R f' x> cosx R
f x> cosx R fix— —sinx R
fixr—tanx R—{E—l—kﬂ/keZ} flix 14tan’x = R—{E—l—kﬂ/ke
2 cos?x 2
\
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Section IV @ Fonction dérivée d’une fonction

Si f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle 7 alors :

» La fonction f + g est dérivable sur I'intervalle I etona: (f+g) = f +¢.
» La fonction kf tel k est un réel, est dérivable sur I'intervalle I et on a (kf) = kf’.
» La fonction f x g est dérivable sur 'intervalle I etona: (f x g) = flg+¢'f.

» Side plus g(x) # 0 pour tout réel x de I, alors :

1 1\’ !
e La fonction — est dérivable sur ’intervalle I et on a : (—) = _g_z.
8 8 g
/ ! o o
e La fonction ]—c est dérivable sur I’'intervalle I et on a : (]—C) S I8 2g .f.
" 8 4 8 )

» Toute fonction polynome est dérivable sur R.

» Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle inclus dans son ensemble de défi-

nition.

b
» La fonction homographique x — - 7 c’est-a-dire ¢ # 0 et ad - bc # 0, est dérivable sur

a b
—d —d ax+b\’ c d ad — be
R—9—,,et : VxER—{ — : — —
{ ¢ } ctona (xe { ¢ }) (cx+d> (cx+d)?  (cx+d)?

—e Exemple

1
f est définie sur R par f(x) = 2x> — Exz +3x—5.
En tant que fonction polynome f est dérivable sur R et, pour tout x € R, f/(x) = 6x> —x+3

1
g est définie sur R — {2}, par g(x) = )i
x

-2
g est dérivable sur | — c0;2] et sur |2;+oo en tant que fonction rationnelle , et pour tout
Ix(=2)—1x1 -3
R—{2},¢'(x) = =
h est définie sur R — {—1}, par h(x) o
—{-1}, x) = :
P x+1

h est dérivable sur | —oo; —1[ et sur | — 1; 4-oo[ en tant que fonction rationnelle et, pour tout
(2x—1)(x+1)— (x> —x)x1 x*+2x—1

eER—{-1}, AW (x)= =

PER- {1 M) (12 (12
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Section IV @ Fonction dérivée d’une fonction

Application

Calculer f’(x) dans chacun des cas suivants :
2x—3
1- =20 —3x* =52 +1 - =
f0) =260~ 36— 5+ > =3
X
3- flx)=x*+4x 4- f(x):m
1 1
z =(x—- 6- -
s 1t =(v-1)va 7= 5

Dérivées des fonctions /", \/f et f(ax+b) o U 4

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.
— La fonction f" tel que (n € N*) est dérivable sur I, etona: (f")' = nf"~! x f'.

- SiVx €I, f(x) # 0 alors la fonction f" tel que n € Z; est dérivable sur I est on a :

n\/ _ n—1 2
_ (f") =nf""xf

— Exemple
f est définie sur R par f(x) = (x> +x)*.
En tant que fonction polynéme f est dérivable sur R ,et pour tout x € R :

FI(x) =412 (x) x f'(x) =4( +x)° 3x* +1)

Propriété

Soit f une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle /.

/
La fonction /f est dérivable sur I, etona: (Vxel) (v/f) (x)= S

23/ F(x)
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— Exemple
1
g est dérivable sur [ =] — oo; —1]U|2; 4-o0|, et elle est définie par g(x) = x+2.
x_
(x—l—l), —3
) —2y2 3 [x—2
Ona(Vxel) g(x)=-2=2 _ b -
(ixeh) &) o [l fat T 2(=2)2Vxt]
x—2 x—2
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Section IV e Fonction dérivée d’une fonction

Propriété

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /, a et b deux nombres réels tels que a # 0 et soit J

— Déterminons f (x);x € R :

En tant que fonction polyndme f est dérivable sur R et pour tout x € R : f'(x) = 2ax+b

Cours http://www.steinmaths. chitps://steinmath.com https://steinmath.co
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Section V @ Applications de la dérivation

— Déterminons f”(x);x e R :
En tant que fonction polyndme f” est dérivable sur R ,et pour tout x € R : f”(x) = (f/(x)) =2a
— Déterminons @) (x);x e R:

En tant que fonction polyndme f” est dérivable sur R ,et pour tout x € R : f3)(x) = (f"(x))' =0

Application

On considere la fonction f définie par : f(x) = —2x* — +3x% + x> +7x — 5.

Calculer £ (x) pour tout x € R et pour tout n € N.

n Applications de la dérivation

hd

Monotonie dune fonction et signe de sa fonc rivée

g est la fonction définie sur R par g(x) =

x4 _ 4x3. 4— 140
¢’ est la fonction dérivée de g. 120

On donne ci-contre la courbe (Cy) représen-

100

tative de la fonction g dans un repere ortho-
gonal.

(1) Déterminer graphiquement le sens de
variation de la fonction g puis dresser le ta-
bleau de variations de g sur R. On calculera 2
la valeur des éventuels extremums.

-6 -4 -2 0 2 6 8 10 12
(2) Montrer que, pour tout x € R | w0

g (x) = 4x*(x—3)
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(3) Dresser le tableau de signes de g’.

(4) a- Quel est le signe de g’(x) sur I'intervalle | — o0;3] ?
b- Quel est le sens de variation de g sur | —oo;3]?

(5) a- Quel est le signe de g'(x) sur I'intervalle [3;+oo[?

b- Quel est le sens de variation de g sur [3; oo ?
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Section V @ Applications de la dérivation

(6) a- La fonction g’ change-t-elle de signe entre —1 et 1?

b- La fonction g change-t-elle de variation entre —1 et 1 ?

1 3 1
(7) On considere la fonction f définie sur R par f(x) = §x4 — sz +x— 3

a- Représenter a la calculatrice la fonction f .

1
b- Démontrer que pour toutx € R, f'(x) = E(x +2)(x—1)2

c- Répondre aux questions (3) a (6) avec les fonctions f et f” en choisissant les bons intervalles.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.

-Si (Vx €1); f(x) > 0 alors f est croissante sur I’intervalle 1.

- Si (Vx e I); f(x) < 0 alors f est décroissante sur I'intervalle /.

- Si (Vx €1); f(x) = 0 alors f est constante sur I'intervalle /.

- Si la dérivée f’ est strictement positive (resp. négative) sur I’intervalle I, sauf peut-étre en des

points isolés de I ol f’ s’annule, alors la fonction f est strictement croissante (resp. décroissante)

sur I’intervalle 1.

| J
U Remarque
Avec ce théoreme, on peut démontrer que les fonctions f et —f sont de variations
contraires sur un intervalle / ou elles sont dérivables.
— Exemple
f est la fonction définie sur R par f(x) = —x> +x>+5
f est une fonction polynéme du troisieme degré, donc f est définie et dérivable sur R et f/(x) =
—3x% +2x.
2
X —o0 0 = +oo
3
f(x) — 0 + 0 -
+oo 139
27
o T T T
5 —oo
Cours https://steinmath.com 2023-2024
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Section V e Applications de la dérivation

Application

On considere la fonction f définie par : f(x)

_ P +x-3
SR 4x-2
Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.

Calculer les limites de f aux bornes de Dy.
Calculer f’(x) pour tout x de Dy, puis dresser le tableau de variation de la fonction f.

Résoudre dans Dy I’équation f(x) = 0, puis déduire le tableau de signe de f.

A 4
Extremums dune fonction dérivable ” QU

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert / et a un élément de /.

Si f admet un extremum local au point a, alors f'(a) = 0.

Si f’ sannule en changeant de signe en un réel a , a nétant pas une borne de I, alors f admet un

extremum local en a puisque f est:

— Soit croissante avant a et décroissante apres a (maximum local en a )

— Soit décroissante avant a et croissante apres @ (minimum local en a )

\ J
Z
=
U Remarque =
s
—Si f/(a) = 0 alors f(a) n’est pas nécessairement un extremum local de la fonction \E
a
f- <
(=)
Par exemple 0 n’est un extremum local pour la fonction f : x — x> méme que f(0) =
v
0. &
=
— Si f’ s’annule en ¢ sans changer de signe, alors f(c¢) n’est pas un extremum. z
o
Q
-
— Exemple
Soit f une fonction définie et dérivable sur I = [—4;6] dont on donne le tableau de variation :
X —4 0 2 6
5 3
-1 1
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Section VI e Equation différentielle y” + w*y =0

La lecture de ce tableau nous permet d’affirmer :

— Que f admet sur I un maximum en x = —4 et un minimum en x = 0

— Que sur | — 1;3[ f admet un maximum local en x = 2 et un minimum en x = 0 et que par
conséquence f'(0) =0et f(2) =0

— En outre on peut affirmer que f ('x) > 0 sur [0;2] ,et f’(x) <0 sur [—4;0] et sur [2;6].

Application

Déterminer les extremums de la fonction f dans chacun des cas suivants

1- f(x)=x*—222+7 2- f(x)=x2—x)

m Equation différentielle y' + 0%y =0

Soient f et g deux fonctions définies sur R par : f(x) = cos(2x) et g(x) = sin(2x).

(1) Montrer que la fonction f est deux fois dérivables sur R et vérifier que :

(Vx e R); f"(x) +4f(x) =0.

(2) Vérifier que la fonction g est aussi une solution de 1’équation y” +4y = 0.

(3) Montrer que toute fonction, qui s’écrit sous la forme x — acos(2x) + bsin(2x) ot a et b sont des

réels, est une solution de I’équation y” +4y = 0.

) Définition PR 4 |

Soit @ un nombre réel non nul.
— L’équation y” + w”y = 0 ol I’inconnue est une fonction y telle que y” est sa dérivée seconde est

appelée une équation différentielle.
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— Toute fonction f deux fois dérivable sur R et vérifie ’égalité f”(x) 4 w*f(x) = 0 pour tout réel x

est appelée une solution de I’équation différentielle y” + w*y = 0.

Propriété

Soit @ un nombre réel non nul.

La solution générale de I’équation différentielle y” 4+ ®?y = 0 est I’ensemble des fonctions des

fonctions y définies sur R par y : x — acos(wx) + B sin(wx) ot @ € Ret f € R.
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Section VI e Equation différentielle y” + w*y =0

— Exemple
Résolvons 1’équation différentielle y” +4y =0 :
Ona: ®> =4 alors ® = —2 ou @ = 2. On prend par exemple @ = 2, on peut choisir ® = —2 et

ceci ne change pas la solution générale. Donc, la solution générale de cette équation différentielle

est I’ensemble des fonctions y définies sur R par y : x — ot cos(2x) 4+ B sin(2x), ob o € Ret f € R.

Remarque

Résolution de I’équation différentielle particuliere y’ =0 :
Si y” = 0 alors y’ est une fonction constante . Donc, les solutions de I’équation dif-
férentielle y” = 0 sont les fonctions y définies sur R par y : x > ax+b ot a € R et

beR.

Application

On considere I’équation différentielle (E) : y” +9y = 0.

Déterminer 1’ensemble des solutions de 1’équation (E).

T 74
Déterminer la fonction f la solution de I’équation (E) telle que f (5) =letf (5) =3.
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