Les nombres complexes

u Introduction

Considérons les équations suivantes :

x+2=0
dx+5=0
B 2-5=0
2 4+4=0

» Dans N (ensemble des naturels), I’équation (1) n’admet pas de solution. On résout ce probleme en
créant les nombres négatifs. Dans Z (ensemble des entiers), cette équation a comme solution -2 .

» Dans Z, I’équation (2) n’a pas de solution. On introduit les fractions. Dans Q (ensemble des ration-

nels), cette équation a comme solution —%.

» Dans Q, I’équation (3) n’a pas de solution. C’est pourquoi on introduit les nombres irrationnels.
Dans R (ensemble des réels), I’équation (3) admet deux solutions : V5 et —V/5.

» Dans R, I’équation (4) n’a pas de solution. C’est pourquoi on crée de nouveaux nombres : les
nombres complexes. IIs forment I’ensemble C et permettent de déterminer les solutions de cette

équation.
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o Il existe un ensemble de nombres, noté C, appelé ensemble des nombres complexes qui pos-
< sede les propriétés suivantes :

7))

3 » C contient R.

. » Dans C, on définit une addition et une multiplication qui suivent les mémes regles de
(o)) calcul que dans R.

b

= » Il existe dans C un nombre i tel que i = —1.

o . s . . c

] » Tout élément z de C s’écrit de maniere unique sous la forme z = a+ib avec a et b réels.
=

O

' Exemple

344i;-2—1; % sont des nombres complexes.




Section Il @ L’ensemble C

Vocabulaire

» L’écriture a + ib d’'un nombre complexe z est appelée la forme algébrique de z.

» Le nombre a s’appelle la partie réelle et le nombre b s’appelle la partie imaginaire.
On note Re(z) = a et Im(z) = b.

[ Remarque

» Sib =0 alors z est un nombre réel.
» Sia =0 alors z est un nombre imaginaire pur.

» I’ensemble des nombres imaginaires purs est iR : /IR = { iy /y € R}

Application

Calculer et exprimer le résultat sous la forme algébrique.
21 =3-5i—(3i—4)
2= (20)B zp = (3-2i)(—1+5i)
Zs = ;1%
73 = (2—-3i)?
Zs = 7=

pd , m
Egalité de deux nombres complexem &
=
:
=)
a) Deux nombres complexes sont égaux, si et seulement si, ils ont la méme partie réelle et la méme o
partie imaginaire c a d (V(z,7') € C?)z=2' < Im(z) = Im(Z') et Re(z) = Re (2). é
b) Un nombre complexe est nul, si et seulement si, sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles &2
cad =
z
(Vze (Cz) z=041Im(z) =0et Re(z) =0. é

\ J

Exemple d’application :

Déterminons le nombre complexe z vérifiant 2z — 5 = 4i +z.
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Les opérations sur les nombres complexes

Somme et produit

On considere deux complexes z et 7 de formes algébriques respectives a + bi et a’ + b'i.
» Lasomme de z et de z’ est le complexe z+2 = (a+bi)+ (d' +b'i) = (a+d')+(b+b)i
» Sik est un réel, alors le produit de k par z est le complexe kz = k(a + bi) = ka+ kbi

» Le produit de z et de z” est le nombre complexe zz' = (a+ bi) - (' +b'i) = (ad' — bb') +
(ab'+d'b)i

.
' Exemple

J

» —1+7i+3-2i=2+45i
> (—1+7i)(3—2i) = —3+2i+24i — 14i> = 14 —3 +23i = 11+ 23i
> (342)+(5—4i)=3+2i+5—-4i=8-2i
> (—2+i)—(4—4i)=—-2+i—4+4i=—-6+5i
> (2—i)-(34+4i)=6+8i—3i—4>=6+8i—3i+4=10+5i
Opposé et inverse d’un nombre complexe é
=
=
p 6té )
ropriété E
» L’opposé du nombre complexe z =a-+ibet —z = —a—ib &)
» Tout nombre complexe non nul z = a + ib admet un inverse note 1= +’£2. é
[==]
=
' Exemple %
4
_ . 1 _ 3-2i _VB=2i _ \3-2i 3 2. —
» z=+/3+2ialors — —V3- ZZet \f+2z o) s =T =7 Si
1 1-2i 1-2i _ 1-2i _ 1-2i 1

> T N(=E) 14 - 114 T 5 T5 —z 3. Quotient de deux nombres complexes

Quotient de deux nombres complexes

1.CHAPTER 1

Propriété

On considere deux complexes z et z de formes algébriques respectives a+ bi et a’ +b'iAvec a’ # 0

et #0ona:
a—+bi 1

a + bi a/z + b/2

((aa' + bb') +i (a’b — ab')
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' Exemple

1+i (V3 2.

> \/§+2i—(1—|—l)(7 S

p 3 (B=i)(1420) __ 346i=i—2% __ 3+6i—i+2 _ 545i __ | 4
1—2i — (1—2)(1+2i) —  1-42 — ~ 1+4 — 5 —

J=F it Fird =B ii(f-

o
N——

Représentation géométrique d’un complexe

—

Dans tout le chapitre, on munit le plan d’un repere orthonormé direct (O; ii; V)

Affixe d’un point /affixe d’un vecteur

D Définition
a et b sont deux nombres réels.

» A tout nombre complexe z = a + bi faisons correspondre le point M de coordonnées
(a,b).
M s’appelle 'image du nombre complexe z.
On dit que z est I’affixe du point M est notée aff(M) ou zj

W

axe des imaginaires

b ...................... M(a+ib)

axe des réels

>

<{
m b ¢ -

<

U Remarque

L axe (Ox) est appelé axe réel (c’est I’ensemble des points images des nombres
réels).

L’axe (Oy) est appelé axe des imaginaires (c’est I’ensemble des points images
des nombres imaginaires purs).
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Les points images de nombres complexes conjugués sont symétriques par rap-
port a I’axe réel.
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D Définition
a et b sont deux nombres réels.

» A tout nombre complexe z = a + bi faisons correspondre le vecteur # de coordonnées
(a,b).
On dit que z est I"affixe du vecteur i est notée aff( i) ou Z;

' Exemple

» Le point M(3;2) a pour affixe le nombre complexe z = 3 + 2i.

> De méme, le vecteur w a pour affixe z = 3 + 2i.

M (Zy) et N (Zy) sont deux points du plan.
i(z) et v(7') sont deux vecteurs du plan.

—

Le vecteur MN a pour affixe Zy — Zy,.
Le vecteur i + V a pour affixe z+7.
Le vecteur kii, k réel, a pour affixe kz.

Le milieu / du segment [MN] a pour affixe z; = 232
- J

|V £ )

Application a la géométrie

Propriété

Soit A (ZA) B (ZB) etC (ZC)
Les points A, B et C sont alignes si et seulement si ZC ZA eR

' Exemple

» Soient les points A,B et C d’affixe respectives Zy =6 —ietZp=1—1lietZc=T7+1i
OnaZg—Z4=-5—10ietZc—Z4 = 1+ 2ialors gc %‘ = % € R donc les points A,B et C
sont alignes
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> Soient les points M(z) et A(1) et N (z%) on détermine 1’ensemble des points M pour que les
points M, A et N sont alignes

1.CHAPTER 1

> Si z =0 alors les points M et N sont confondus avec le point O Donc les points A,M et N
sont alignes

> Si z =1 alors les points A, M et N sont confondus
» Supposons que 7 # 1 et z 74 0

Les points — lcRcadz+1eRCadim(z+1)=0
si on cons1dere z=a+ib avec a et b sont des réels donc les points A, M et N sont alignes si et
seulement siy =0
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Donc I’ensemble des points M pour que les points A, M et N sont alignes est les points appar-
tient a 1’axe réel

Application

Démontrer que les points M(z) tels que les points M(z) et B(i) et M’(iz) sont alignes est un cercle a
déterminer.

Propriété

Soient A (z4),B(z8),C (z¢) et D(zp) tels que A # B et C # D.
Les droites (AB) et (CD) sont parallele si et seulement si % eR.
\ B LA

' Exemple

Soient les points A, B et C d’affixe respectives Zy = —2+6i et Zg =4 —3i et Zc = (2 — 3i)x avec x
un nombre reel .

OnaZg—Z7Z4,=6—9ietZc—7Z4 =1+ 2ialors ZBZ_CZA =3€R

donc (OC)//(AB)

Application

On considere les points A(—1), B(i) et soit z € C, et soient les points M et N d’affixes respectives z
2
etz

Déterminer 1’ensemble des points M pour que (BM)//(AN) =
=
Propriété =
2
Soient A (ZA) ,B (ZB) ,C (Zc) etD (ZD) &)
Les points A, B,C et D sont alignes ou cocycliques si et seulement si % X % eR é
e :
Exemple =)
V4
Soient les points A,B ,C et D d’affixe respectivesa =2 —2ietb=—1+7ietc=4+2ietd = —4—2i a
Démontrons que les points A,B,C et D sont cocycliques =
Ona % X % = —1 € R donc les points A, B,C et D sont cocycliques. —
o :
v =
;
» Si Gest le barycentre de {(A; ), (B;B)} alors zg = %ﬁz” 2
. 7+ BZ,
» Si G est le barycentre de {(A; ), (B;B),(C;y)} alors Zg = %{ﬂ%

» En général Si G est le barycentre de {(A1;¢11), (A2;00),(A3;03),..., (A )} alors

_ 0gza, + 00Za, + ...+ 0u2A,
o+or+...+0a,

e
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' Exemple

Soient les points A, B et C d’affixe respectives a =3 +3ietb=5—2ietc=7411i

Le centre de gravité du triangle ABC est le point G d’affixe zg = %b“ =5+4i

Application

Soient les points A, B et C d’affixe respectivesa =3+ 7ietb=4+5ietc=3+7i
Soit G est le barycentre de {(A;2),(B;1),(C;1)} et H est le barycentre de {(A;1),(B;2),(C;1)}
Déterminer I’affixes des points G et H puis déterminer I’ensemble des points M du plan telles que

|2MA + MB + MC|| = |MA + 2MB + MC|

Conjugué d’un nombre complexe " - O U

D Définition

Soit un nombre complexe z = a + ib.
On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre, noté Z, égal a a — ib.

' Exemple

> —z=4+5ietz=4-5i

» On peut également noter : 7—3i=7+3i i=—i 5=35

[ Remarque

Les points d’affixes z et Z sont symétriques par rapport a 1’axe des réels.
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V' \
axe des imaginaires
b Rl M(a+lb)
v éaxe des réels
o|® H
1 |bemem et BT — 1 5)
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Soit z et z* deux nombres complexes et n entier naturel non nul.
Z=2
2+7 =7+7
ix7d =zx7
T=7
D =Lz#0
W (5)=3.7#0

Q+30)(d—i)=(2-3)d+i)=11-10i ; <ﬁl+i): L
() =1=1-3 ;2+3)?=(2-3i)=-5-12i

Propriété

zestréel & z=12
z est imaginaire pur < z = —Z

9 0]

z+Z=2Re(z) et z—Zz = 2iIm(z) &
Exemple E
S

On démontre que Vn € ZZ = (v/3 +i)2"1 — (i —+/3)>"*! est un réel %
On (i— \/§)2n+1 — (_1(\/§_ i))Zn—l—l — (_1)2n+1(\/§_ 1)2n+1 g
Comme (—1)>"t! = —1 alors (i —/3)*"! = —(v/3 1)1 %
Donc z = (/3 + i) 4 (v/3 — )2 ! :
Etona S
7= (\/§+i)2n+l + (\/§_ i)2n+1 — (\/§_|_i)2n-l-1 4 (\/g_ i)2n-|-1 :

- 3
:(\/§+i)2n+1+(\/§_i)2n+l:(\/g_i)2n+1+(\/§+i)2n+l —7 E

@)

Donc Z € R -

Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct, on détermine I’ensemble des
points M(z) tel que 2iz—z € R
Posons 7/ = 2iz — 7 et soit (E)!’ ensemble des points M(z) tel que Z' € R
Ona
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Mc(E)s7cR
s=7e2i7-7=2iz—%
& —2i7—z7=2iz—Z
& 7—7=-2i(z+32)
& 2ilm(z) = —4iRe(2)
Si on pose z = x+ iy avec x et y sont des réels

Alors M € (E) < y= —2x donc I’ensemble (E) est une droite d’équation M € (E) &y =
—2x

Application

Soit le nombre complexe j = —% + ig démontrer que Vn € 7Z ( - j”) ciR
Résoudre dans C I’équation Z = (1 —i)z+3+2i

Soit z = a + ib un nombre complexe alors z7 = a® + b>.

N J

Déterminer le conjugué des nombres suivants et exprimer le résultat sous la forme algébrique.

3+2i
20=02-)@i-5 = J;l

—_— = ——'J

U Remarque

On considére dans C le polyndme P(z) = a,z" +a, 12" ' + ... + a1z + ay avec
aop,day, . ..,a, sont des réels et z un nombre complexe

OnaP(z) =apz"+ay—12" '+ ... +aiz+ay=ax" + a1 ' +...+ a1z +ap
Comme (z7) = (2)? et @, = a,, alors P(z) = a,(2)"+an—1(2)" ' +... +a1z+ap =
P(2) .

Alors on déduit que P(z) = P(2) L

Si & un nombre complexe tel que P(a) = 0 alors P(a) = P(&) = 0 on déduit que
si un nombre complexe o est une racine a un polynome P alors sont conjugué & est
aussi racine de P
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Module d’un nombre complexe

Définition et interprétation géométrique

D Définition

Soit z un nombre complexe quelconque de forme algébrique z = a + ib.
On appelle module de z le nombre réel noté |z| défini par :

2| = Ve + 2

Interprétation géométrique : Dans le plan complexe, si M a pour affixe z alors OM = |z|.

Propriétés géométriques

» Soit w un vecteur quelconque d’affixe z. Alors ||w|| = |z

» Soient A et B deux points d’affixes respectives Z4 et Zg. Alors : AB = |Zp — Z4|

' Exemple
» Soient A et B les points d’affixes 2 — 3i et 5 — i. Etudions la nature du triangle OAB :
> OA = |za| = /22 +(-3)2 = V13
» OB =|z3|=+/5°+(—1)> =26
> AB=|zg—za| =|(5—i) — (2—3i)|. = |3+ 2i]| = V32 +22 = /13

» On remarque ainsi que : OA = AB et OB?> = OA” 4 AB?. Le triangle OAB est donc rectangle
isocele rectangle en A

Propriétés

Pour tout nombre complexe z,
> 7P =2zxZ
|z| est toujours positif et |z] =0 < z=0.
2l =1—-zl=Iz
Si z est un nombre réel, alors le module de z coincide avec la valeur absolue de z.
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> Si z est un imaginaire pur, alors le module de z est égal a la valeur absolue de sa partie
imaginaire.

»  SiMest le point d’affixe z, alors OM = |z|.
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Pour tous nombres complexes z et 7/, on a :

ex 2| =z x ||

Pour tout entier naturel n, |7"| = |z|"
Si z # 0, alors |%| = ﬁ ;

Si 7 #0, alors ]ﬁ‘ = %
l2+2| < J2| + |2

o
' Exemple

A I’aide de ces propriétés, calculons les modules des nombres complexes suivants :

> B+ (1= =3+il|l —i| = V32 +12x /12 + (- 1)2 =10 x /2 = 2V/5.
> |2+ =2+l = (\/22+12)4 =25;

340 B+ V3412 V10
> = =il = 12+ (=12~ V2 Vs,

1 | 1 1 1

5 = |5—l| = \/52_‘_(_1)2 = \/%

wies 8 8
.

Exercice corrigé .
Déterminer I’ensemble des points M du plan dont I’affixe z vérifie : |z+5i| = 6 Z
Soit A le point d’affixe Z4 = —5i. Alors, pour tout nombre complexe z, |z + 5i| = |z — z4|- 5
. . ~
Donc : |z+5i]| = 6 < |z — z4| = 6 & AM = 6. On en conclut que ’ensemble des points M répondant E
a la question est le cercle de centre A et de rayon 6 . o
o
Déterminer I’ensemble des points M du plan complexe dont I’affixe z 2
4ifa . | Bz—i | &~
Vérifie : Tl = 3 -
11 faut tout d’abord éliminer le point A d’affixe —1 + i, car pour cette valeur de z le quotient précé- %
dent n’existe pas . z
Ensuite, pour tout z # —1 + i, on peut écrire : E

3z—i | [3z—i] g .

Z+1_l.|—3(:>|z+l_l.|—3(:)|3z—l|—3|z+1—z| -
3zt =3z+1—i[ & |z— i =|z+1-1 =
En appelant B le point d’affixe %, la derniere égalité équivaut a : BM = AM . On en conclut que =
I’ensemble des points M cherché est la médiatrice A du segment [AB] privée éventuellement du ;
point A qui a été exclu des le début. Mais comme A ¢ A, I’ensemble des solutions est toute la droite o
A —
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m Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

Argument d’un nombre complexe non nul

D Définition

Soit z un nombre complexe non nul et M le point du plan complexe d’affixe z. On appelle
argument de z, tout réel 0

tel que : 0 = (- (ﬁ)l) [27]. On note alors arg(z) = 0[27]

Remarque

Un nombre complexe non nul z a une infinité d’arguments; si 6 est ’'un d’entre eux
tout autre est de la forme

0 +k2m aveck € Z

On note arg(z) = 6  (modulo 27) ou plus simplement arg(z) = 6.

» Le nombre complexe 0 n’a pas d’argument ..

' Exemple

14+i=2(cos¥ +isin%), donc : arg(1 +i) = Z[2x].

Cas particuliers :

arg(1) = 0[27], arg(—1) = #[27], arg(i) = 5 [27], arg(—i) = —5[27]

Propriété

Soit z € C* quelconque. Alors :
> z€R] Sarg(z) =0[n]etz € iR’ < arg(z) = §[n]
> arg(—z) = m+arg(z)[27] et arg(z) = —arg(z)[27]

qtepﬁgmtémI ens et polaire

Dans le plan complexe, un point M distinct de O peut étre repéré par S8 coordonnées cartésiennes ( X; y)
ou par un couple (r; 0) de coordonnées polaires avec OM =r, (ii; OM
X =rcosf ety =rsin6.
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) = 6, on a alors

Forme trigonométrique

Propriété

Soit z un nombre complexe non nul . Alors il existe un réel strictement positif 7 et un réel 0 tel que :
z=r(cosO +isin0).
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Propriété

Soient z et z > deux nombres complexes tels que

z=r(cosB +isinB) et 7 = r' (cos 8’ +isin @') avec r et r strictement positifs . Alors :
z=7r=ret6=027

Définition
D Définition

L’ écriture de z sous la forme z = r(cos 6 +isin @) ol r est un réel strictement positif et 6 un
réel quelconque s’appelle forme trigonométrique de z.

' Exemple

Ecrivons sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

» Siz=23,alorsa=3etb=0.Doncr=+324+02=3,cos0 = % =1 etsinOz%zO, ce qui
donne 6 = 0[27x]. On en conclut que la forme trigonométrique de z est : z = 3(cos0+isin0).

> SiZ=—4,alorsa=—1eth=0.Doncr=/(—4)2+02=4,cos6 = 7> = —1 et sinf =
% =0, ce qui donne 6 = 7[27]. On en conclut que la forme trigonométrique de z est : z =
4(cosm+isinT).

» SiZ=2ialorsa=0eth=2.Doncr=+0%>+22=2cos0 = g =0etsinf = % =1, ce qui

donne 6 = %[27]. On en conclut que la forme trigonométrique de z est: z =2 (cos 5 +isin§).

» Siz=—1+ialorsa=—1leth=1 Doncr=+/(—1)2+12=+/2,cos6 = ’7; = 4 et
sin@ = % = 4, ce qui donne 6 = %T” [27]. On en conclut que la forme trigonométrique de z
est:z= \/i(cos%”—kisin%”).

Propriété (argument et opérations)

Soient z et 7 deux nombres complexes non nuls et 7 un entier naturel quelconque. Alors :
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arg (zx ') = arg(z) +arg () [27];  arg(2") = n x arg(z) 27]
ag (1) = -are(olol g () =) ~are () 24

1.CHAPTER 1

R

' Exemple

Soientz=1+iet7 =+/3—i.

ar ( )[2 ]Sik>0
arg(k x z) = { arﬁé) +7:z[27r] sik <0

Cours https://steinmath.com 2023-2024


https://steinmath.com

Section III @ Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

- (i) = v3(06)
Calculons arg(z),arg (') ,arg (z7) et arg (ﬁ)

=V2(cosZ +isin%)

Comme |z| = V12 + 12 = /2, alors

D’ou arg(z) = [27] De méme |z | = \/§2—|— (—1)2 =2. Alors :
= (— —12> —2 cos +lsm (—3).D’01‘1

arg( ) =—%[27

Il en découle que
arg (zx ') = arg(z) +arg(z ’) = {5[27] et que
arg (%) = arg(z) —arg () = 35[27].
Les calculs précédents permettent alors de calculer le cosinus et le sinus de 5 et de 51—’2’ Pour
cela, il suffit de déterminer les formes algébriques et trigonométriques de Z x Z’ et de % :
Comme |z x 2| = |z| x |/| = 2v/2 et que arg (z x 2') = Z[27], alors la forme trigonométrique
de Zx Z est:
zx7 =22 (cos & +isin%). Mais sa forme algébrique est
ixZ =(1+)(V3-i)=(V3+1)+i(v/3—1).Par

_ V341 — V31

identification, on obtient alors : cos +5 12 Y . et sin -5 12 =%

En suivant la méme démarche, on a :

Z= ‘2[ (cos 3% +isin 3%) d’une part et

z_ A4 _(H)(VEH) f 1_|_l\f+1
TV (VE)(VE)
d’autre part . En 1dent1ﬁant on conclut alors que

St V31 _ V3+L
cos 2% = 2\f et que sin 2% = Nl

29

Calculons (/3 —i)® en déterminant son module et un de ses arguments :
(V3= )| = |v/3—il6 =2 6—64et
arg ((v/3—1)%) = 6arg(v/3 x (—%) = n[27]
Donc : (v/3—i)® = 64(cos7r+lsm7r) = —064.

Propriété

Pour tous points A, B, C et D du plan complexe distincts deux a deux, on a :

arg (zg —za4) = (i; zﬁ [27] et arg( b ZC) = (@,@)[2%]

iB—ZA
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' Exemple

Soient A, B et C les points du plan complexe d’affixes respectives z4 = 1 +3i,z3 =3+iet Zc =4+ 2i.
Démontrons que ABC est un triangle rectangle.
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Section III @ Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

La figure semble indiquer que 1’angle droit est au sommet B . C’est pourquoi nous allons calculer :

(Bj;ﬁ) — arg (ZC—ZB> :arg<(4+2i)—(3+i))

74— 2B (143i)—(3+1i)

- e (—12?21') - e ((—(1231()_(32_ —221'))

triangle ABC est donc rectangle en B.

» A,B et C (distincts) sont alignés ssi arg (u) =0 (m).

2c—2B

» A,BetC (distincts), (BC) et (AC) sont perpendiculaires ssi arg (ZC;ZA) =

ZC—ZB

(7).

(S1E]

» A,B,C et D (distincts), (AB) et (CD) sont parallele ssi arg (Z%;g) =0 (m).

ZA—ZB

. J

» A,B.C et D (distincts), (AB) et (CD) sont perpendiculaires ssi arg (ZD;ZC> =7 (m).

v

Forme exponentielle d’un nombre cmxe :
\ A |

Exponentielle complexe -

Soit f la fonction définie de R dans C par f(0) = cos 0 +isin 6. Alors :

f(8)x f(8") = (cos®+isin®) (cos 6"+ isin’) = cosOcos O’ —sinOsin @’ +i (sin 6 cos @' +sin 6’ cos )
=cos(0+0')+isin(0+06") =f(6+6)

Cette fonction f possede donc la propriété caractéristique des fonctions exponentielles. Pour cette raison,
on posera :

D Définition

par ¢ = cos @ +isin 6. Les nombres de la forme ¢® sont appelés exponentielles complexes.

| Exemple

g T T 1 3 iz /4 T 2 2
e's =cos§+isin§ = E—I—ig,e_“l = cos (_Z) +isin (_Z) = £ —ig

[ Soit 8 un réel quelconque. On appelle exponentielle de i6 le nombre complexe noté ¢'? défini

1.CHAPTER 1 LES NOMBRES COMPLEXES

Cas particuliers : ¢© = 1,67 = —1,¢'7 =iete '3 = —i
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Section III @ Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

Pour tout réel 6, ¢ | = 1 et arg () = 6[27]

—— .

our tous réels 0 et 6’ et pour tout entier naturel n , on a :
20 — i .

Q04T — _,if

o0 5 o0 — i(6+6))

(eie)" — ,in®

:iL:’ — ,i(6-0")
. J

Remarques :

(] Remarque

» La propriété 3 permet de retrouver rapidement les formules d’addition des sinus
et cosinus, ceci en identifiant les parties réelles et les parties imaginaires des
deux membres :
. !
e x ' = 049  (cos 6 4 isin 6) X (cos ' +isin6') = cos (6 + 6') +isin (6 + )
cos0cosB’ —sinBsinO’ = cos (6 + 6’)
cos 0sin 6’ +cos0'sinf’ = sin (6 + 6)
» La propriété 4 , pour n = 2, permet par identification des parties réelles et ima-
ginaires des deux membres, de retrouver les formules duplication

> (e"e)2 = €2 & (cos® + isinB)> = cos(20) + isin(20) <«
{ cos® 6 —sin? 6 = cos(26)
2sin6cos O = sin(20)
La propriété 4 est connue sous le nom de formule de Moivre; elle peut aussi
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s’écrire :
(cos 0 +isin0)" = cos(nB) +isin(nh).
| Exemple
Calculons ( %) en utilisant son écriture exponentielle :

iE 5 2\ n
Comme %—l—zi ¢'3, alors (%—I—z@) = (e’§) — T = cos (%) +isin (ST”) :%—i‘/T5

Propriété (Formules d’Euler)

el _—i0

. i0
Pour toutréel O, ona: cosO = % etsinf = T
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Section III @ Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

' Exemple

Soit Z = 1+ €% avec —7 < 6 < §. Ecrivons Z sous forme trigonométrique :

-0 6 -0 -0 . . . por
Z=e¢"2 (e_’f +e’7) =e'2 Xx2cos0 =2cosO (cosg +isin g), ce qui est la forme trigonométrique

de Zcar, 6 étant compris entre —7% et 5,2cos 6 est strictement positif et est donc bien égal au module
de Z.

Application

Linéariser le polyndme P = cos? Sxsin 3x.

Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul Y o

Soit z un nombre complexe non nul et z = r(cos 6 + isin 6) sa forme trigonométrique, avec r > 0. Alors,
avec les notations introduites précédemment, on peut aussi écrire que z = re'®.

D Définition

Soit z un nombre complexe non nul . Notons r = |z| et 8 = arg(z)[27x]. Alors I’écriture de z
sous la forme z = re’® s’appelle forme exponentielle de z

' Exemple

\. J

2 =260, -3 =3¢" 5i = 5¢'3, 1 +i = /2%,

Les propriétés énoncées ci-dessous sont faciles a mémoriser du fait de leur similarité avec les proprié-
tés des puissances. De plus, elles permettent de résumer conjointement les propriétés des modules et
des arguments; il suffit d’avoir 2 ’esprit que lorsque la forme exponentielle de z est Z = re’® (avec
r>0), cela signifie que |z| = r et que arg(z) = 6[27]

J

3 i . . N/
Soient z et z > deux nombres complexes non nuls de formes exponentielles z = re'® et Z/ = r/¢'? et
soit n un entier naturel non nul . Alors :

7 —re 0 - 7 — pil0+n) . 77— rr/ei(ﬂ—l—e/). Zn — pnpinb. % — L,—i6. % _
b b b 9 r b
. /
% PUCED)
- J

l Exemple

En utilisant ces propriétés, déterminons la forme exponentielle des nombres complexes suivants :
.3 8 .24 . .
(=1+i)® = (\/ie’Tn) = (V2)8¢i 4 =240 — 16¢10

. Y. ) .
\Zf;ili - Z\fle4 — V2e(i8) = \/2e i1
e 6
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Section IV e Racines n'“™® d’un nombre complexe

m Racines n'*™es d’un nombre complexe

" W o
Racines n'*™¢ de ’unité

On note U = {z € C/|z| = 1} I’ensemble des complexes de module 1 (les affixes des points du cercle
trigonométrique).

D Définition

soit n € N—{0; 1} on appelle racine n-ieéme de I’unité toute solution complexe del’équation
7" = 1 d’inconnue z. I’ensemble des racine n-ieéme de I’unité est noté U, = {z € C/7" =1}

Etude des cas particulier n € {2;3;4}

» CasN=2
Les racines carrés de I’unité sont les solutions de 1’équation z> = 1 dans C
Les solutions de 1’équation z2 = 1 dans C sont 1 et —1 et Uy = {—1;1}
» Casn=3
On considere I’équation (E3) : z* = 1 si z est une solution de I’équation (E3) alors : |z*| = 1cad
|z|> = 1 donc |z| = 1 car |z| est un nombre réel positif .

Donc toutes les solutions de 1’équation (E3) s’écrit sous la forme @ et vérifient €% = 1c a d
36 = 0[2r] Donc 6 = k2E tel que k € Z.

. . " ik 2E T
Les racines cubiques de I"unité sont des nombres complexes ¢’*3 tel que k € Z.posons @y = X3 =

:2, .. .4
(a)l)ktelquekGZa)ozleta)l =3 :—%—i—i‘/T§ c=,t0nnoteélj:e’T7r :—%4—1"/73 a)zze’?]r =

75]
&=
»
=
=
&
2 8 2 §
—%—i@ doncwp =2+ jetws=e3 =1letwy=¢e'3 zeiT”-eiz’r:—%+i\/7§=j=w1 et | @
. o [~
s = oy donc en général (Vp € Z){ @3p41 = elPT) 5 % = j telqueZ={3pU3p+1U3p+ E
ez — 70 x I — 7 :
2/p € Z} et par suite U3 = {1; j; j*} 2
)
[ Remarque
e
» L’inverse d’un élément de Us est un élément de Us : le =]/, % = j= 2 E
» Le produit de deux éléments de Us est un élément de Us E
Q
-

» Comme ‘jzl =

1,jet

|7l = |1| = 1 alors les points Ag,A; et Ay d’affixes respectives

j’ ppartiennent au cercle trigonométrique et on a
— — 1l
(AoAl;AoAz) =arg <J, 1 > [27]
] J—
= arg(j+1)[27]
= arg (— ) [27]
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Section IV e Racines n'“™® d’un nombre complexe

v .

Et comme — 2 =¢/3 = %+i

NS

= ¢3 alorsarg (— %) = Z[2x]

» Casn=4
On considere I’équation (Ej) : z* = 1 si z est une solution de I’équation (E4) alors : [z*| =1cad
|z|* = 1 donc |z| = 1 car |z| est un nombre réel positif .
Donc toutes les solutions de 1’équation (E4) s’écrit sous la forme ¢® et vérifient €% = 1c a d
30 = 0[27] Donc 0 = k2~ tel que k € Z.
Les racines d’ordre 4 de I’unité sont des nombres complexes ¢ tel que k € Z.posons @y, = ek =
(a)l)ktelquekEZ dm=letw=e?=i ap=i*=—letaz=i=—ietay=i"=1cet
ws=ictwg=—1etw; =—i
En général : sir est le reste de la division euclidienne de k par 4 alors k =4p+ravec 0 <r <3
alors donc @y = i" et par suite Us = {1;i;—i; 1}

U Remarque

» L’inverse d’un element de Uy est un element de Uy
» Le produit de deux element de Uy est un element de Uy

» La points Ag,A1,As et A3 d’affixes respectives 1,1,—1 et —i sont des somets de
carré circonscrit par le cercle trigonométrique

Propriété

. o e Ny 2

Le nombre de racines n’iéme de I’ unité est n est s’écrit sous la forme e tel que ke N
22

cad U, = {e’k%’/keN et 0<k<n—1}etcard U, =n

Propriété

» Le produit de deux éléments de U,, est un élément de U,

» L’inverse d’un élément de U, est un élément de U,,.

0]
=
=
=
=
="
=
o
o
72]
=
&
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=
o
z
72]
=
-

(] Remarque

22 1

o T _
si on pose @y = ¢’ alors o = Ok = Opg

Propriété

1.CHAPTER 1

Soitn € Netn > 2 pour tout k de {0;1;2;...;n— 1} on pose @y = R = (o)
Pour tout nombre relatif m on pose S(m) = (@)" + (0)" + ()" + ...+ (@,—1)"

» Sim est n’est pas divisible par n alors S(m) =0

»  Simestdivisible par N alors S(m) =n
. J
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Section IV e Racines n'“™® d’un nombre complexe

' Exemple

Les racine d’ordre 8 de I’unité sont oy, = " tels qu
@ =1et® =et = \[(14—1) W, = e'2 :i,w3=e’3*
— 5 (1+i);

ki3 . ;1

3
Wg = é
Remarque que w7 = @) et Wg = @

Propriété

Soit n € N et n > 2 pour tout k de {0;1;2;...;n— 1} on pose o = KT — (a)l)k et M le point

d’affixe @y Les points My, M, ... et M,,_; sont des sommet de polygone régulier circonscrit par le
cercle trigonométrique

Racine n’iéme d’un nombre complexe non nt’ A\ 4

On veut déterminer les racines n'™ de Z = r(cos @ +isin@) = re'®, c’est-a-dire des nombres

7 =R(cos 0’ +isin0’) tels que ()" = z équivaut a r(cos 0 +isin 0) = R" (cosn6’ +isinnb’)

||
X
g
I
m&
N
[l
m|
I§ 4:\‘:\
I
S )
2
[
8=
“:\ o
[ |7\’
Si- =~
T IA
—_
+
~
@
IS
I
Q\H.
I
|
;—A
S
I
<\
“'ﬁ
[l

r(cosf +isin®) = R (cos ' + isin ')

R'=r A R=r
n®' =0 +2kn g’ = 42z

wﬁ-isinm) ,0<k<n-—1

Z' = (cos

Propriété

Soit z un nombre complexe d’argument 6 : z = r(cos 0 +isin0) et soitn € Netn > 2

Les racines n’ieme de z sont des nombres complexes z;' = /r (cos O+k27 | jin 9+k2”) 0<k<

70}
=
»
=
I~
="
=
o
@)
72]
=
&~
[=-]
=
o
4
2

Conclusions

» Tout nombre complexe a n racines n complexes : pour les trouver, il suffit de remplacer
dans I’expression précédente k par 0, 1,..,n— 1.

iemes

ieémes

1.CHAPTER 1

» Les points images de ces racines n
le cercle de rayon {/r et de centre O

sont les n sommets d’un n-gone régulier inscrit dans

[ Remarque

Déterminer les racines cubiques de z =1 +1.

» Recherchons d’abord la forme trigonométrique de ce nombre. Il vient succes-
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Section V e L’équation de second degré dans

. sivement :

b4 T
Z= \/i(cosz—l—isinz)

» Il est maintenant facile de déterminer les racines cubiques demandées :

z—\/i(os kzn—l—ism%kzjv—%(c (12+k23>—|—isin<1ﬂ2+k2;>>
ce qui donne :

> k=0 zi:\‘s/i(cosl—g—kisinl—’;)

> k=1 z,=+/2(cos3% +isin3%)

> k=2 Zi=12(cosZ+isinE)

» On peut représenter les solutions sur un cercle de rayon v/2

Application

Déterminer les racines cubiques de nombre complexe 1 —i

x
I
—
2 8 1 +
5 3 |
D >
I I =]
— +
§|| N|H [ 8
I |
Il
I
SENNCY
SEEES
I
p—

Déterminer les racines d’ordre n de -1 tel que n € Netn > 2
Déterminer les racines d’ordre 6 de 1’unité et écrire le résultat sous forme trigonométrique et
3
algébrique puis résoudre dans C I'équation ()" 4- (% +l) =0

n L'équation de second degré dans

Eacme carree

Un nombre complexe admet toujours deux racines carrées opposées.

Dans le cas ou z est un réel, les racines sont faciles a calculer. Dans les autres cas, il est ais€ de voir
que les racines carrées seront de la forme x + iy avec xy # 0.
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Exemples

» Les racines carrées de - 3 sont v/3i et —/3i car (\/gi)2 =—3et (—\/§i)2 = —
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» Recherchons les racines carrées de 3 +4i

Méthode 1 : on cherche un nombre complexe x + yi tel que (x +yi)? = 34 4i

xz—y2+2xyi=3+4i

22— 2_(2)2 = 2_ 4 _
)2c :y4 3@ x? 2y 3@ x_g(X) =3 @@{x:gxz 3
'xy y X y_x X

3—

x% 3+5 =4et x2 == =-1

Comme X7 est un nombre reel x2 = —1 est a rejeter. x1 4d’ou x=2o0u x=-2
Pour x =2, on trouve y = 5 = 1.

Pour x = —2, on trouve y = _% =—1.

Les racines carrées sont donc : 2 +i,—2 — 1
Méthode 2 : on cherche un nombre complexe x + yi tel que (x + yi)? = 3 +4i

—y2) =3
y) =—4
0

produit est -4 On obtient

> *équation az> +bz+c =
scriminant A = b? — 4ac.

__b_
%l = 24 = )

ions complexes.

NOMBRES COMPLEXES
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Section V e L’équation de second degré dans

. »  SiA<Oalors ,alors A= —(—A) = i>(—A) = (1/i(—A))? car —A > 0 et on
peut reprendre 6 = iv/—A On retrouve donc que

_ —b—iv—-A ot 7y — —b+iv—A

&l 2a 2a

Exemple 1 :

' Exemple

Résoudre dans C les équations suivantes :

Z2+5=0
=72=-5
=72 =542

sZ=iV/5 ou Z=-i/5

Les solutions sont donc —iv/5 et iv/53.

?432+4=0

On calcule de discriminant A du trindme :
A=32—4x1x4=-7

A < 0 donc I’équation admet deux solutions complexes conjugués :

[

_ =347 3 VT
i=—5—=—5+51¢t
_=3-iVT 3 V1
DR="73 T 717732

' Exemple

Résolution de I’équation zZ2 —i =0
Discriminant A = 0% — 4(i) = 4i
Pour trouver _6 , il s’agit d’ *écrire i comme un carré.
Or puisque ¢® = cos0 +isinf on a
in in 2 2
Comme A = 4i, on peut donc prendre
8 =2( G +i2) =V2(1+1)
2
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L’équation z° — i = 0 admet donc deux solutions
complexes zj = 4(1 +i)etzp = —@(1 +1)

' Exemple

Résolution de I’équation

1.CHAPTER 1

P+ Bi—4)z+1-7i=0
Discriminant A = (3i —4)% —4 x 1 x (1 —7i)
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Section V e L’équation de second degré dans

=7 —24i — 4+ 28i = 3 + 4i. Pour chercher 0, on I’écrit sous la forme 0 = a +iff avec « et 3 des
réels. Alors
§?=A<== (a+if)*=3+4

s o’ —Br+2aBi=3+4i
sat—Br=3et2af =4
2
2 p2
So°—p =3eth=—

B =3etp=—
<::>a2—(§)2:3etﬁ =
cat-3a’—4=0etf=2
Or en posant X = a? 17équation précédente devient X> —3X —4 =0, qui est une ’équation du second
degré a coefficients réels. Apres calculs du discriminant et des racines, on obtient
X2 -3X —4=(X+1)(X—4).

Par conséquent a* —3a% —4 = (a*+1) (a* —4).
Comme « est réel, on en d’déduit que
=A== (0’+1) (a*—4) =0etf=2
ca?—4=0etf=2

2
a
2

2
& (a=2et[3:—=1>
2
2
ou <a:—26tﬁ:—=—1>
-2
On peut donc prendre § = 2 +1i.
L’équation 7> + (3i —4)z+1-7i=0
admet donc deux solutions complexes
_4-3i+2+i 3
71 = > =3—i
4-3i—2—i
el = =1-2i

On considere le polynome P de la variable complexe z, défini par :

P(z) =2+ (1 —ivV2)Z2 + (74— iv2)z — T4iV2.
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Déterminer le nombre réel y tel que iy soit solution de I’équation P(z) = 0.

Trouver deux nombres réels a et b tels que, pour tout nombre complexe z, on ait
P(z) = (z—iV2) ( +az+b).

Résoudre dans 1’ensemble C des nombres complexes, I’équation P(z) = 0.

e — ——————
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Section VI e Transformations planes

m Transformations planes

Translation

AN \

On considere M(z),M’ () et B(b).

/K] > : ? 4 : 3 _ ’ / _ /I __
M’ est 'image de M par la translation de vecteur OB équivaut a 0§ =MM’cadz —z=b& 7 =z+b
cette écriture s’ appelle 1’écriture complexe de cette translation.

Propriété (translation )

Propriété

On considere M(z),M’ () et B(b).

L’ égalité 7/ = z+ b équivaut a dire que M’ ’est I'image de M par la translation de vecteur @
7' = 7+ b est I’écriture complexe de cette translation.

A V' AN

Homothétie

On considere M(z),M’ (), Q(®) et k un réel non nul.
M’ est I'image de M par I’homothétie de centre Q et de rapport k donc on a

gy 7 . L. ‘.-
QM = kQM c ad 7 — o = k(z — ) cette écriture s’appelle I’écriture complexe de cette homothétie.

0]
Propriété ”
ropriété 2
On considere M(z),M’ (7'),Q(®) et k un réel non nul. S
L’ égalité 7 — @ = k(z — ®) équivaut a dire que M ’ est I'image de M par I’homothétie de centre Q 8
et de rapport k. »
7 — 0 = k(z — o) est I’écriture complexe de cette homothétie. E
S =
)
' Exemple z
»n
. . =
soit (14 3i). -
L’homothétie de rapport 2 et de centre Q transforme M (z) en M’ (z’) tels que : =
7 —(143i)=2(z— (1+3i)) -
ie.7 =1+3i+2z—2—6i =
ie. 7 =22—1-3i Z
L’image de K(7 — i) est le point d’affixe 7/ =2(7—i)—1—-3i=14—-2i—1-3i= 13— 5i. 5
-
Ro!ation |
la rotation r d’angle 6 et de centre € d’affixe @
M’ (7') est I'image de M(z) par la rotationr ¢ a d
oM’ = oM ‘ZZ_;;;" =1 o .
- - — 1.6 ' o= — o).
(QM,QM') = 6 < mg(ﬂ)ze (:)z—a) Fer-0=e(z-0)
-0
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Section VI e Transformations planes

Propriété

On considere M(z),M' ('), Q(®) et 6 un réel.

L égalité 7/ — 0 = ¢'%(z — w) équivaut a dire que M’ est I'image de M dans la rotation de centre Q
etd’angle 8 7 — ® = ¢! (z — ) est I’écriture complexe de cette rotation.

Conséquences :
» ABC est un triangle équilatéral ssi :

e B a pour image C dans la rotation de centre A et d’angle %, ssi
ix
c—za=¢€3 (23— za)

e B apour image C dans la rotation de centre A et d’angle —%, ssi

_z
ic—za=¢e '3(zp—2za)
» ABC est rectangle et isocele en A ssi
e Ba pour image C dans la rotation de centre A et d’angle 7, ssi

Ze—7Zy = ei% (ZB —ZA)
e Ba pour image C dans la rotation de centre A et d’angle —7, ssi

Y e
Zec—za=¢ '2(zs—2Zn). v
=
. . D, . o
Soit ¢ une transformation du plan d’écriture 7/ = az + b tels que a et b sont des nombres complexes o
avec a # 0 z
&
Sia =1 alors ¢ est une translation de vecteur i(b) g
Sia € R*— {1} alors ¢ est une homothétie de rapport a et de centre Q (%) %
72]
Si |a| = 1 et a # 1 alors @ est une rotation de centre Q (&) et d’angle 0 = arga &
Si |a| # 1 alors @ = RoH = HoR tels que H est ’homothétie de centre Q (1%‘1) et de rapport =
|a| et R est la rotation de centre Q (72-) et d’angle 6 = arga &
=
J =
e
Application E
Soit F une transformation du plan définie par son écriture complexe. 2
Déterminer la nature de F et ses éléments caractéristiques
Z=7Z—-1+iz ;
?=3z+1-i
Z=(3-iz+1+/3i
7= (—%—i—i@)z—%
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