ion

ite d'une fonct

im

L

Chapitre

Limite d’une fonction

Contenus de programme Capacités attendues

- Calcul les limites des fonctions polyndmes, des
fonctions rationnelles et des fonctions

- Limites des fonctions de référence ; irrationnelles ;

-Calculer les limites des fonctions
trigonométriques simples en utilisant les limites
- Limite finie et Limite infinie en un point ; usuelles.

- Limite finie et Limite infinie en +o0 ou —oo;

- Opérations sur les limites;

-Limite a gauche; limite a droite ;

-Limites de fonctions polynomiales ; rationnelles
et limites de /f , f étant une fonction usuelle ;

- Limites et Ordre ;

-limites remarquables des fonctions

trigonométriques .

Recommandations pédagogiques

- On approchera la notion de limite dune maniere intuitive a partir du i comportement z de fonctions de
référence qui figurent au programme et leurs inverses au voisinage de 0 , de +oo et de —oo,et on admettra
ces limites;

- On se basera sur les propriétés de lordre dans IR pour calculer les limites de fonctions simples vérifiant :
| f(x) =] < u(x) ot u est une fonction dont la limite est 0;

f(x) > u(x) ol u est une fonction dont la limite est +oo;

f(x) < u(x) ol u est une fonction dont la limite est —oo;

-On admettra les opérations sur les limites finies ou infinies, toutefois on devra habituer les éleves a les
utiliser correctement;

-on habituera les €leves a lever les indéterminations simples;

-Toute présentation théorique de la notion de limite est hors programme.




Activité
Partie : 1

la figure ci-dessous représente la courbe de la fonction f : x —> é, dans un plan muni d’un repere

- =
(77

FIGURE 1.1 — courbe de f

—

la limite de f au voisinage de 0

a)Recopier et compléter le tableau suivant

X 0,2 0,1 001 |10°® [ 1073°].0,1 |-0.001 —1077 =109 —10-3
f(x)

b) En saidant de la courbe ou du tableau que peut-on remarquer aux valeurs de f(x) quand la
variable x prend des valeurs proches (voisines) de 0.
la limite de f au voisinage de + et —c .

a)Recopier et compléter le tableau suivant

x 6 10 |12 |23 |98 |100 |1000 |10%
f()

Z
S
=
®)
4
o
=
=
4
I
(=]
=
=
=
-
v
~
=
=
=]
<
==
o
v

b) Que peut-on remarquer aux valeurs de f(x) quand x prend des valeurs positives et grandes

¢) Conclusion :

- Si f(x) tend vers 0 quand x tend vers +oo; on dit que la limite de f(x) quand x tend vers oo est
0. et on écrit Zxﬁl_’l'_’loo f(x)=0

Déduire lim f(x)
X—>—00
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Section I @ Limite infinie et limite finie dune fonction au voisinage de -+ ou —oo

Partie : 2

La figure ci-dessous représente la courbe de la fonction g : x — /x sur [0; +oo[ , dans un plan muni d’un

. - =
repere (0; i; ]>

Lo

FIGURE 1.2 — courbe de g

En s’aidant de la courbe de g que peut-on remarquer aux valeurs de g(x) quand x tend vers oo ?

En s’aidant de la courbe de g que peut-on remarquer aux valeurs de g(x) quand x prend des valeurs

positives de plus en plus proche de 07?

Exprimer vos remarque en utilisant le symbole /im.

u Limite infinie et limite finie dune fonction au voisinage de +>~ ou —

Limite infinie dune fonction au voisinage de 4o ou —oo
P> Définition
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a, +oo| tel que a € R.
Si f(x) tend vers +oo quand x tend vers +oo alors on écrit liT f(x) =+ o0u lerm f = —+oo et se lit
X—>+o0 oo

la limite de la fonction f si x tend vers oo est +oo .

On définit de méme les limites suivantes : lim f(x) = —ocoet lim f(x) = —coet lim f(x) = Hoo.
X—> oo X—>—00 X—>—00

Limites usuelles :

On admet les limites suivantes :
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Section I @ Limite infinie et limite finie dune fonction au voisinage de -+ ou —oo

> lim\/)_c: +o0 > lf;mxz = +oo > limx” = oo > limx? = oo
*
(Vn € NY) » limx = —oo
> llmx3 = o0 > lJl;mx = +oo > limx® = —oo

» Sin est pair et différent de 0, alors limx" = +oo

» Sin est impair et différent de 0, alors /imx" = —oo

Soit n € N* et k € R*, On admet les limites suivantes :
ook >0
» lim kx" =
X—peo —o0; k<0
o0 sk > 0 et n pair
» lim kx" =
Ao —oo; k < 0 et n pair
—oo 3k > 0 et nimpair
» lim kx" =
e +o0; k < 0 et nimpair
| J
Exemple

Calculons les limites suivantes :

» lim 5x* » lim —3x1 » lim 6x3 > lim —9x°
X—p—00 X——00 X—>—+o0 X—r+-o00

Limite finie dune fonction au voisinage de 4o ou —c
) Définition
» Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a, +oo[ tel que a € R et

soit / un reél .

Si f(x) tend vers [ quand x tend vers —+co alors on écrit lirf f(x)=1lou lim =1L
X—o0 o0

» Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme | —oo;b] tel que b € R et
soit / un reél .

Si f(x) tend vers I’ quand x tend vers —eo alors on écrit lim f(x) =1' oulimf =1
X—r—oo —oo

Limites usuelles : |

On admet les limites suivantes :
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Section I @ Limite infinie et limite finie dune fonction en un point

» limLl=0 » lim 1=0 » lim X =0,neN*
x—>+ooX x——oo¥ x—>+oo¥

» lim & =0n€N*
X——00

Soit f une fonction numérique et / un nombre réel.

» Si f admet une limite / en +o0 ou en —oo alors cette limite et unique.

> xgrfwf(x) = [ équivalent a xﬁrfw (fx)—1)=0
» lim f(x)=1[équivalenta lim (f(x)—1)=0
X—>—o0 X—r—00
. J
Exemple
Montrons que lim 3541 =3
X—+oo X

m Limite infinie et limite finie dune fonction en un point

Limite finie dune fonction en un point
P> Définition
Soit a et [ deux nombres réels. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme
la—xp;a+xo[—{a}onaeR.

Si f(x) tend vers / quand x tend vers a, on écrit : li_1>n f(x)=1loulimf=1.
X—a a

Propriété

Soit f une fonction numérique, a et / deux nombres réels;

Si f admet une limite / en a alors cette limite est unique.

Limites usuelles : |

On admet les limites suivantes :

» [imx=0 > limx2=0 > limx>=0
x—0 x—0 x—0

» (Vne N, lingx” =0
xX—
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Section III @ Limite a gauche et limite a droite dune fonction en un point

Limite infinie dune fonction en un point

Soit f une fonction numérique, a un nombres réel.

e Si f(x) tend vers +oo quand x tend vers a, on écrit : [im f(x) = +oo ou limf = +oo.
a

x—a
e Si f(x) tend vers —eo quand x tend vers a, on écrit : [im f(x) = —oo ou limf = —eo.
x—a a
& J
m Limite a gauche et limite a droite dune fonction en un point
> Définition
Soit f une fonction numérique, et a un nombre réel.
e La limite de f a droite en a , notée [im f(x) ou lim+ f(x), est la limite de f lorsque x prend
x—a x—a
x>a
des valeurs de plus en plus proches et supérieures de a.
e La limite de f a gauche en a , notée lim f(x) ou lim f(x), est la limite de f lorsque x prend
X—a x—a~
x<a
des valeurs de plus en plus proches et inférieures de a.
Limites usuelles : |
On admet les limites suivantes :
> liml=+4o > (Vne N*):limdt = oo > lim L =4
x—=0+t% ( x—>0+) * X0 VX
> liml=—c » [im+\/x=0
x—0- % X—>0+\/_
» Sin est pair et n # 0, alors lim % = +oo
» Sin estimppair et n # 0, alors [im )% = —o0
x—0~
— Exemple
Calculons lim xl i
1
ona limx—1=07%donc lim —5 = +oo
x—1t
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Section IV e Opérations sur les limites

DTk

Soit f une fonction numérique. On a :

lim+f(x):let lim f(x)=1 < ){Z?}lf(x)zl

xX—a X—a -

v Remarque

e [ e théoreme reste valable si [ est un réel ou +oo ou —oo.

o lim f(x)=1er lim f(x)=1" tel que [ # [’ on dit que f na pas de limite en a.
x—at x—a-

—e Exemple

On considere la fonction f défine par :

e Calculons [lim f(x)et lim f(x)
x—0t x—0~

e On en déduit lim f(x)
x—0

mOpérations sur les limites

Dans cette paragraphe [ et [’ désignent des nombres réels et a désigne un réel ou d-oo. Ces opérations

réstent valables pour les limites a droite et a gauche en a
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Section V e Limite dune fonction polynome Limite dune fonction rationnelle

lim () limg(x) lim(f+)(0) | lim(fg)x) | lim (£) ()
! I'#0 I+ 1 L

1>0 —oo —oo —oo 0

<0 ~+o0 40 —oo 0

+oo 400 400 +o0 F.I

PN — oo —oo +o0 F.I

Foo —oo FI —oo F.I

0 +oo +oo FlI 0

0 0 0 0 El

140 0 I 0 +oo

e F.I désigne forme indéterminée.

e Les formes indéterminées sont : %; £2: 0 x (£o0); et (+o0) + (—o0).

n Limite dune fonction polynome Limite dune fonction rationnelle

Limite dune fonction polynome

Soit f une fonction polynéme et @ un nombre réel.

o limf(x) = f(a)

x—a

e La limite dune fonction polyndme au voisinage de +oo est la limite du mondme le plus

dominant (de plus haut degré).

& J

— Exemple
o limx*—4x+3=22—4x2+3=—1
x—2

o Ilim —3x°—x+7= lim —3x3 = 4oo

X—>—o0 x—r—oo
o [im (1 — \/§)x5 — X+ Tx=2= lim (1 —\/§)x5 = —o0
X—r+too X—>+o0
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Section V e Limite dune fonction polyndme Limite dune fonction rationnelle

Application

Calculer les limites suivantes :

o lim \/3x2—3x*+x o lim (\/i—l)x?’ _ o limx3— 22 +4x—1
X—rfoo X—ro0 x——1
2x+4
.

Limite dune fonction rationnelle

Soit f une fonction polyndme et @ un nombre réel.

o Sif(x)= % alors lim f (x) = g((zg

x—a

e La limite dune fonction rationnelle au voisinage de 4o cest la limite du quotient de termes

les plus dominant (plus haut degré au numérateur et plus haut degré au dénominateur).

\ J
— Exemple
2
. —2x+1 _ 0 _
o lim 51 =2=0
x—1 31 2
. 2_ . .
o lim X — i #: lim 2=0
X—foo X X—>o0 X x—3Foo¥
. 4_,2 . 4 .
o lim Mz lim ‘/33" = lim \/3x = —oo
x——oo X1 X—>—oco X X—»—00
Application
Calculer les limites suivantes :
P x4l P .43 —5x—22
. —
xﬁ’l/looxz—x—l ¢ xﬁTooxz—x3—6 * xgn_iz X+ * ){l—’z% P—x=2
Cours https://steinmath.com 2023-2024


https://steinmath.com

Section VI e limite d’une fonction irrationnelle

m limite d’une fonction irrationnelle

(Vx € [a; +eel; f(x) > 0)

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a,+oo|, telle que

e Si lim f(x)=1etl >0alors: lim \/f(x)=+/1

X—r o0 X—rtoo
e Si xﬁ’fwf (x) = +oo alors :xﬁ’fw‘/f(x) = +oo
L
[ Remarque

Cette propriété reste valable aussi quand x tend vers —eo ou vers un réel a ou a droite

en a ou a gauche en a.
Application
Calculer les limites suivantes :

lim
X—>+o0

lim Vx> —3x+1
X—>+-00

3xv2x—1

mimite d’une fonction trigonométrique

o ){l_l;}(lleOS (x) = cos (a)

Propriété

o limtan(x) =tan(a);six# 5 +kn/k € Z
x—a

lim Vx2+1—

X—>—-00

lim Vx* —x+

X——o0

o ){z_;g sin (x) = sin (a)

Exemple
e [imsin(x)=1 e [imcos(x)=—1 lim t _ 3
i) fieos)  fpan() =%
2023-2024
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Section VII e limite d’une fonction trigonométrique

[ Remarque
e Les fonctions x — cos (x), x — sin (x) et x — tan (x) nont pas de limite en +eo.
e [im tan(x) = +ooet lim tan(x) = —oo
x—>% x—5

sin(ax)

o (VaceR");lim—— =a
x—0

X

Exemple

Calculons /im Smi—zx)
x—0

Application

Calculer les limites suivantes :

. sin(2x) . sin(x)+tan(x) . 1—cos(3x) . sin(x—2)
° == Sl e ° e ° T =t
){l_% tanx JEZ% x3 ]{Z% xsin(2x) il_’;'% (x—=2)
°
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Section VIII e Limites et ordre

mimites et ordre

Propriété
Soit a et [ deux réels et I = [a;+oo[.Soit f,g et h des fonctions numériques définies sur /.
(Vxel); g(x) < f(x)
e Si ,alors lim f(x) = +oo
lim g(x) = oo X
X—>+too
(Vxel); g(x) > f(x)
e Si ,alors lim f(x) = —oo
lim g —oo X oo
x—>+c>o
Vxel); |f(x)—1] <g(x
e Si ( S - ®) ,alors lim f(x)=1
lim g(x)=0 Xt
X—r+oo
Vxel); gx) < f(x)<h(x
e Si ( ) &) @) ® alorsﬁrff() l
. . . i
i (0) = lim o) =
\_ J
U Remarque

Ces propriétés restent valables aussi quand x tend vers —eo ou vers un réel a ou a

droite en a ou a gauche en a.

—e Exemple

Soit f une fonction numérique a variable réelle telle que : f(x) = T
e Vérifions que (Vx €]0;40); |f(x) — 1| < \/%—C

e On en déduit la limite de lim f (x)
X—>+o00

| Applicatiori-

a- Montrer que : (Vx €R); 3 < 51— <1

—COSx —

5 B 8 1 3
b- Calculer les limites suivantes : xgifwz oo ©t xl_z}mm2 oux

On considere la fonction f définie par : f (x) = zltfyx

a- Montrer que (Vx €]0;+o0[);|f (x)| < \i[

b- Déduire i grﬁo fx)
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