Fonctions exponentielles

n Fonctions exponentielles népérienne

) 4
Définition et propriétés y N

On considere la fonction numérique f définie sur |0; 4-oo[ par : f(x) = Inx.

Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur R
Montrer que : (Va,b €R): f~Y(a+b) = f~1(a) x f1(D).
Vérifier que f~1(0) = 1

En déduire que Vx € R; f~!(x) >0

D Définition

On appelle fonction exponentielle népérienne, notée exp la fonction réciproque de la fonction
logarithme népérien In sur |0, +oo|

Vx € R); In(exp(x)) =x

Vx € ]0,+o0[); exp(In(x)) = x

Vx € R)(Vy €]0; +e0[) ; exp(x) =y < x =In(y)
Vx € R); exp(x) >0

exp(0) =1

exp(l)=e
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Remarque

Les fonctions In et exp sont des fonctions réciproques 1’une de 1’autre.

Propriété

La fonction exp est continue strictement croissante sur R, et on a :

Chapitre : Fonctions exponentielles

> (Vx € R)(Vy €]0;+oo[) ; exp(x) = exp(y) & x =y
> (Vx € R)(Vy €]0;+0[); exp(x) <exp(y) & x <y




Section I @ Fonctions exponentielles népérienne

Ecriture ¢*

Propriété

(Vx € R)(Vr € Q);exp(rx) = exp(x)”

— Preuve

(Vx € R)(Vr € Q);1In(exp(x)") = rin(exp(x))

= In(exp(rx))
D’ou (Vx € R)(Vr € Q); exp(rx) = exp(x)”

Résultat

> (VreQ)exp(r) = (exp(1))" ="
» On peut prolonger la propriété précédente a R : (Vx € R)(Vr € Q); (exp(x) = (exp(1))* = ¢*

Pour tout (x,y) € R ona:
e =e"xe
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et =(e")";(reQ)

(Vx eR); In(e*) =x

(Vx €]0; +o00[); " = x

L (VxeR)((Vy€]0;400)); ¢ =y < x=In(y)
(VxeR);e* >0

V(x,y) ER*; "=’ ©x=y
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] V(x,y) ER*;ef <= x<y
N— - J
Application
Simplifier les expressions suivantes :
> A= 62+ln8
2
. e4x
= &= (e¥)*xe
> D=(e+e ) (ef—e)
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Section I ® Fonctions exponentielles népérienne

Montrer que :

AR |
> Tre T e

.

14+e™ 1+e*
Application

Résoudre dans R les équations suivantes :
> (El):ex+3:e4
> (Ey):e®—e*—2=0
> (E3):e "+ =1

LBt &1
> (Es): 5T = 571

L& &2
> (Es): woq— T+ef — erter

Résoudre dans R 1’inéquation suivante : e — e* > 2

Limites usuelles L O A 4

I- lim ¢ = oo 4 lim ¢ =0 >
ex X—r—00 =
2- lim & = 4o 5- lim xe* =0 =
x—>+°°2€x x?—ooxn X 0 N* =
3. lim — =0; (n € N¥) 6- lim x"e"=0; (n € NY) =
x—>+;°xx” | =
7-lim &= — 1 S
X— X
. :
9]
5
— Preuve =
O
1- Montrer que (Vx e R); " > x Z
2- Montrer que (Vx € R); e* > "72 =
x\ 1
e’ len
3- fim = = fim (-] =+eo =
X—+oox?  x—+4oeo \ n 5 =
d & 4 1 3
4- lim e' = lim — = lim — =0 <
X——00 x——c0e™X  t—tooel 5
5- lim x¢* = lim — = lim — =0 -
X—r—00 X——oc0 € © t—r4oo0 eT
—X
A\
6- lim x"¢* = (n.feﬁ) — 0 7- Le dérivabilité de exp en 0
X——o0 n
Application
Calculer les limites suivantes :
lim (2¢* —3x)
X—r oo
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Section I @ Fonctions exponentielles népérienne

1 lim (2" —3x)

x—>°o

0 lim (P -2x+1)e"

X—r—o0

i 2€°=3

X—+oo 23" +2

E 11m 1
. hm 2.x —1

x—0

Courbe représentative de la fonction exponentielle‘ \J 6 3
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On a vu que la fonction exponentielle népérienne et la fonc- X N 0 1 Foo
tion réciproque de la fonction logarithme népérien, donc la T
courbe de la fonction exp notée (Cexp) et la courbe de la /
fonction In notée (Cj, ) sont symétriques par rapport a la 2 /e

droite (D) d’équation y = x, bien entendu, dans un repére

orthonormé (0;1; j). /

0
La figure ci-dessous donne les représentations graphiques des deux fonctions :
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m Dérivée de la fonction exponentielle

Soit f une fonction définie sur |0, 4-oo[ par f(x) = In(x), et f~! sa fonction réciproque définie sur R
par: fl(x) = ¢

Montrer que f~! est dérivable sur R

Calculer f~!(x);pour tout x € R

Soit u une fonction définie sur I’intervalle/
Montrer que la fonction /4 : x — ™) est dérivable sur /
B3 Calculer /' (x); pour tout x €

La fonction x — e* est dérivable sur R, et (Vx € R) : (¢*)’ = ¢* )
.

—<CCoroLARE »———

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 1. Alors : x — e“®) est dérivable sur I et (Vx eR):

( eu(x))’ — i/ (x) e

' Exemple

La fonction f définie par f(x) = (&*—3) (¢*+2) est une fonction dérivable sur R (comme étant
produit de fonctions dérivables), et on a pour tout réel x :

= [(¢"=3) (" +2)]

= (e"=3) (" +2)+ (¢ =3) (" +2)
=e'(e'+2)+¢e'(e" —3)

— P 4265 + ¥ — 3¢

P

(Vx € R); f'(x)

v Remarque

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle /. Les primitives sur / de la fonction
x — 1/ (x)e*™ sont les fonctions x — ¢“() +k ot k € R.

' Exemple

Déterminons les primitives sur R des fonctions suivantes :
l.x+— e—52x
2. x— xe*
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Section I1I @ Exponentielle de base a

Application

Soient g, une fonction définie sur [0, +-oo par : {

1
x)=xe m x#0
gn() 7 , et (C,,) sa courbe représen-
gn(0)=0
tatif dans un repere orthonormé (0,7’, f)
Montre que g, est continue a droite de 0

m Etudier la dérivabilité de g, a droite de 0
Calculer : xl_i>111xgn (x)

n Calculer g/,(x) pour tot x € R, puis dresser le tableau de variations de g,
On pose h(t) = e " — (1 —¢) pour tout t € R"

Etudier les variations de &

) En déduire que : (V7 € [0,400]) 0<1—e ! <t

Montrer que : (Vx> 0)0<e *—(1—x) < "72
Montrer que : (Vn € N*) (Vx> 0) 0 < gy(x) = (x— 1) < 5=

B Etudier la branche parabolique de (Cg,) €n o0

Etudier la position relative de (Cg,) et I’asymptote oblique

Tracer la courbe (C,,) dans un repére orthonormé (0,1, ;)

m Exponentielle de base «

Définition et résultats

 Théoreme et Définition .
Soit a un réel strictement positif.
La fonction log, étant continue et strictement monotone sur |0, +oo[ , elle admet donc une fonction
réciproque de R =1log (]0, +-oo[) vers |0, +oo|.
Cette fonction réciproque s’appelle fonction exponentielle de base a, se note exp,,

| Résultats immédiats : |
Soit > 0 etaa # 1

» La fonction exp, est définie sur R
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> (VxeR);exp,(x)>0
> (Vx € R)(Vy €]0,+o0[); exp,(x) =y < x =log,(y)
> (Vx€R);log,(exp,(x)) =x
» (Vx €]0,4o0]) exp,(log,(x)) = x
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Section III @ Exponentielle de base a

Ecriture ¢*n(@)

Propriété

Soita>0eta# 1;ona: (Vx€R);exp,)(x) = M@

Preuve

Posons : y = exp(x) on a donc y > 0 et x = log,(y) = % D’ou : In(y) = xIn(a); finalement

y = (@) &0 la propriété

Propriété

La fonction x — exp,, est dérivable sur R et (Vx € R) on a : (exp(x))’ = In(a)e*™@

Monotonie et représentation & N 9o

Soit a un réel strictement positif et différents de 1

On considere la fonction f, définie sur |0, +oo[ par : f,(x) = exp,(x) = ¢*™"(@)
La fonction f,est dérivable sur R Donc (Vx € R); f(x) = In(a)e*(@)

Donc le signe de f%(x) est le signe de In(a) car : (Vx € R); ¢*™(@) > 0
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Section I1I @ Exponentielle de base a

Si a €]0, 1] alors In(a) < 0 Sia €]1, +e alors In(a) > 0
Donc (Vx € R); fi(x) <0, Done (Vx € R); f'(x) > 0,
Alors f, est strictement décroissante sur R Alors f est strictement croissante

sur R
X —oo 0 o0

~+oo

Soita>0eta# 1;o0na:

> (V(x,y) € R?): exp, (x+y) = exp,(x) x exp,(y)
> (Vx €R); exp,(—x) = —

expq ()
> (V(x,y) ER?); exp,(x—y) = expxw
> (Vx e R)(Vr € Q); (exp,(x))" =exp,(rx) )
Preuve
utiliser Iécriture ¢*"(@)
LMissances réelles
Rappelle
> \Puissance entier
Cours https://steinmath.com 2023-2024
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Section I1I @ Exponentielle de base a

Soit x un réel et n un entier naturel non nul on a :
FM=xxxx..xx etxX’=1six#0
—_—

n fois

> \Puissance relatif \
(Vx e R*)(Vn e N*) ;0" = L

» | Puissance rationnelle |
(VxeR*)(VreQr);r=1~ P = xi

puissances réelles : Notation a*

Soit a un réel strictement positif.
» Sia=1,onpose pourtoutréel x >0:a"* =1
» Sia#1,onposea* =@
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Section III @ Exponentielle de base a
pe ®
2023/2024 Série 07 Classe :
Pr: ... Fonction exponentielle Lycée : ..........
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