Chapitre : Calcul matriciel

Calcul matriciel

u Définitions et vocabulaire :

> Définition A .

Soient m,n € N*.
Une matrice de taille m x n est un tableau de nombres formé de m lignes et n colonnes qui s’écrit
sous la forme :

ailr a2 ... alj e Alm
ayl azy ... a2j .. oy
ajp a4p ... 4ij ... Gy
anl ap2 ... anj eee Apm

Le nombre g;; (avec 1 <i<met 1 < j < n)est situé dans la i-eme ligne et la j-¢me colonne. Il est
appelé un coefficinet de la matrice.
Les éléments ay 1,a2 2, ...,a,, forment la diagonale principale de la matrice.

Les éléments ay j,a j,...,a, ; forment la j-¢me colonne de la matrice.
Les éléments a; 1,4; 2, ...,a;, forment la i-¢me ligne de la matrice.
— Exemple
1 0 —4 3
> A= 6 % 0 est matrice a 4 ligne 4 colonnes.
2 1 45 7
7 2 5 2

> (1 6 45 2) est la diagonale principale de la matrice.

» 5 est situé dans la 4-eme ligne et la 3-¢éme colonne.

> Définition
» Une matrice de taille 1 x n est appelée matrice ligne de taille n.

» Une matrice de taille n x 1 est appelée matrice colonne de taille n.

» Une matrice de taille n x n est appelée matrice carrée de taille n ou d’ordre n.

Exemple

> (1 6 —2) est une matrice ligne de taille 3.



Section I @ Définitions et vocabulaire :

5 ) )
> ’ est une matrice colonne de taille 4.

7

> -0 est une matrice carrée d’ordre 2
5 \/6 u .

P> Définition a1 "’

Soit 2 < n < 4 Une matrice diagonale (a;;) avec 1 <i<n
1 < j <nmestune matrice carrée d’ordre n dont les coefficients a I’extérieur de la diagonale principale
sont tous nuls, c’est a dire a;; = 0 pour i # j

| —

all 0 5o 0
0 ann F 0
: . .0
0 - 0 ay
— Exemple
-1 0 L ,
> 0 6 est une matrice diagonale d’ordre 2.
=
50 0 =
» {0 1 O | matrice diagonale d’ordre 3. =
&=
0 0 -3 <
=
: S
) Définition I 8% N 2
La matrice identité d’ordre n est la matrice diagonale d’ordre n notée 7, dont la diagonale principale 5
ne contient que des 1 c’est dire a;; = 1 pour 1 <i <n.
e
0 .0 =
0 0 =
In = ;
0 &)
o --- 0 1 —

Exemple

> = <(1) (1)> est une matrice unité d’ordre 2.
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Section IT @ Opérations sur les matrices :

m Opérations sur les matrices :

Somme de deux matrices :

P> Définition T}
Soit2 <n < 4.
Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices carée d’ordre n. )
La somme des matrices A et B est la matrice notée A + B définie par :
A+ B = (c;j) avec ¢jj = a;j + b;j pout tout couple (i;j) telque 1 <i<netl<j<n.

— Exemple

. 1 O 2 9
SmentA—(_3 5> etB—(4 _5).

(142 049\ (39
A+B_(—3+4 5+(—5))_<1 0)

Soient A,B et C trois matrices de meme taille, on a :

» A-+B=B+A (commutativité)
» (A+B)+C=A+(B+C) (associativité)

) Définition PR O

Soient A et B deux matrices de meme taille.
la difference des matrices A et B est la matrice notée A — B égale a la somme A + (—B) ou —B est
la matrice opposée de B dont les coefficients sont les opposés des coefficients de B.

— Exemple
\ 1 0 2 9
Soient A = (_3 5> etB = (4 _5).

a-n= (570 520)= (5 )
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Section IT @ Opérations sur les matrices :

Produit d’une matrice par un réel :

) Définition N
Le produit d’une matrice A par un réel k est la matrice notée kA dont les coefficients sont obtenus

en multipliant tous les coeffcients de A par k. J

Exemple
. 1 0 S5x1  5x0 5 0
SoitA = (—3 5) Ona:sd= (5>< (-3) 5><5> - (—15 25)

Produit d’une matrice carée par une matrice ligne :

) Définition ’ ‘ u

f & W

Soit2 <n < 4.
ag a2 ... dij ... Qg
ay; azy ... a2j ... Ao
Le produit d’une matrice carée A= | =~~~ "~ "7 77 """ """ par une matrice colonne B =
ag aj2 ... djj ... djp
(lnl an2 cee anj cee ann
b
b11 .
22 | est la matrice colonne notée AB avec AB = (cij) de taille n x 1 tel que c;; est égal au produit 3
coo [
[~
bnl :
de la i-eme ligne de A par B c’est a dire : S
=
b1 =
by - =
c,-jz(a,-l ap ... Qjj ... ain)x =aj) Xby1+ap Xbyp+---+apj xXby, = Zainblj &)
e =
bnl —
" —— “
=
=
—e <
Exemple =
e
—

o (20) (1) _(2x14+0x7) _ (2
-3 5 7) \-3x14+5x7) \32

(4 1) (2) L (4x2+1x3) (1
2 0 3] \2x24+0x3) \ 4

Application
Calculer les produits suivants :
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Section IT @ Opérations sur les matrices :

o0 7))
- (59 ()

Produit d’une matrice carée par une matrice carée :

> Définition

biy bp ... b,‘j .. bin

bnl bn2 bnj bnn

Soit2 <n<4.
a ap ... aij ain
az; dz ... azj arp
Le produit d’une matrice carée d’ordren A = o """ | par une matrice carée
ajl  ap aijj din
anl Aap2 ... Qgj Ann
by by ... b]j ... by
bry1 by ... sz ... by,
B=| " 0 o 7 7| de meme ordre est la matrice carée d’ordre n notée AB avec

AB = (c;j) de taille n x 1 tel que ¢;; est égal au produit de la i-eme ligne de A par la j-eme colonne

de B c’est a dire :
bj

c,-j:(ail ap ... d4jj

pourtout ] <i<netl <j<n.

— —

— Exemple
2%x2+40x3

> 4 1 o 2 1\ [4x2+1x3 4x1+1xT7\
2 0 3 7)) \2x240x3 2x14+0x7)

Application

Calculer les produits suivants :

=07 3)

> 20X12_2><1—|—0><7
-3 5 7 3] \-3x14+5x7 —3x%x2+5x3

(

n

=aj Xbji+apXbp+-+ainXbjn =Y ag X byj

k=1

)= (5 5)

11 11
4 2
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Section III @ Inversion matricielle et systeme

- (5 ) (7 9)

m Inversion matricielle et systeme

P> Définition

Soit A une matrice carrée
La matrice inverse de la matrice A, notée par A~! vérifiée : AA™! =1

— Exemple
) 3 .. . 3 0
» La matrice : 0 3 est une matrice inverse de la matrice : 0 3
18 34 -32 1 3 4
» | —10 —18 16 | estune matrice inverse de lamatrice: [ 1 5 —4
1 5 —4 4 7 =2
. . . ) 1 2
» Déterminons la matrice inverse de la matrice A = 1 1
Soit A~ = “ b) la matrice inverse de A 5
c d =
_ 12 a b 10 =~
. 1 _ _
ona:aa -1 (L2 (18 (1 0) :
o (a+2¢ b+2d) _ (10 -
a—c b—d ) \0 1 8
(a+2c=1 =
b+2d=0 O
&
a—c=0 =
=
(b—d=1 =
=
(c+2c=1 :
1+d+2d =0 5
X —
a=c
(b=d+1
( 1
C = § |
d=—-=
& 4 3
a = g
(P=3
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Section Il @ Inversion matricielle et systeéme

Donc :A~ ! =

W | =W | =
[E—

Propriété

Soit A une matrice carrée d’une matrice inverse A

Le systeme sous la forme matricielle A.X = B peut étre pré-multiplié par A~ afin d’obtenir la
solution :
AX=B=A'1AX=A"'B=X=A"'B

— Exemple
x+3y+4z=50
Résolution du systéme : ¢ x+5y—4z=2
x+7y—2z=31
1 3 4
La matrice A du systtme étant:A= |1 5 —4
4 7 =2
18 34 32
Ona:A~'=[-10 —18 16
1 5 —4 =
18 34 -32 50 3 3
DoncX=A"'B=|-10 —18 16 |.[2]|={5 &
15 -4 31 8 >
=
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