Fonctions logarithmiques

n Fonction logarithme népérienne ;
N

Définition et propriétés algébrique

D Définition
La fonction logarithme népérienne est une fonction primitive de la fonction x — )—1C sur |0, +oo[

et qui s’annule en 1; on la note par In

Conséquence immédiate : ‘

» La fonction x — In(x) est définie sur |0, +oo]
» La fonction x — In(u(x)) est définie si : u(x) >0
» In(1)=0

Monotonie :

La fonction x — In(x) est dérivable sur ]0, +oo|, et sa fonction dérivée est x — 1
Donc la fonction x — In(x) est strictement croissante sur |0, +oo|
> V(x,y) €]0,+00[x]0,4oo[;In(a) =In(b) < a=b

> V(x,y) €]0,+00[x]0,+eo[;In(a) <In(b) < a <b

' Exemple
In(x+1)

Déterminons Dy I’ensemble de la définition de la fonction f définie par : f(x) = =5
Df={xeR /x+1>0et x**~1#£0 et x+1>0}
={x€R /x>—-letx#1etx#—1}car(VxcR)x*>+1>0)
Donc : Dy =] —1,1[U]1, +oo]

Fonctions logarithmiques

0

Résolvons dans R I’inéquation : In(x+ 1)
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Section I @ Fonction logarithme népérienne

Application

Résoudre dans R :

» In(x*>—1) =1n(3)
» In(x>—1) >1n(3)
In(xy) =1In(2)

In(x+y) =1n(3)

Résoudre dans R? le systeme () :

Propriété

Propriété caractéristique : (Vx > 0; Vy > 0) In(xy) = In(x) +1In(y)

'Regle de calculs |
(Vx> 0);In (1) = —In(x)
(Vx> 0)(Vy > 0); In (%) = In(x) — In(y)
(Vx> 0)(Vr € Q); In(x") = rln(x)

Application

Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :

> In(32) <In(x+1)

» 3ln(x) < 2lIn(x)

» In(x+2In(x+2)) =1In(x+1)

» In(x)In(x+1)=1In(x)In(2+x)
Résoudfe dans R? les systémes suivants :

In(x) 4+ In(y) =1n(2)
(1) : 4
[ In(2) +In(x+y) = In(v3+1)

;

wn
=
=)
o
=
=
=
=
Ly
&~
<
Qo
o
[
N
Z
o
==
I
Q
Z
o
=
—
&~
=
=
=¥
<
o
=
o

(52 In(x+y) =In(—x+3)

| In(x+2y) =In(3)
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Section I ® Fonction logarithme népérienne

Etude et représentation graphique :

D’apres la définition de la fonction x — In(x) on peut conclure que :

La fonction x — In(x) est définie, continue, dérivable et strictement croissante sur |0, -oo|

lim In(x) = +oo

X—>—-o00

lim 1 = —o
Jigy )

Onposet=1, alors:x=1etx >0t o1 +o

x,
1
Donc : lim In(x) = lim In (—> =—In(t) = —oo
x—0t t—+o0 t

D’ou : lil‘(I)l+ In(x) = —oo, alors la courbe de la fonction x — In(x) admet une asymptote verticale d’équa-
X—r

tionx =0
lim )
X—+o X

=0

La courbe de la fonction x — In(x) admet une branche parabolique vers I’axe des ordonnées au voisinage

de +oo

| Tableau de variations |

La fonction x — In(x) est continue " 0 1 e +oo
strictement croissante sur |0, 4o, donc elle oo
réalise une bijection de |0, +oo[ & valeur | —

1
dans R, d’ou le réel 1 a un antécédent noté€ e n(x) 0 /

(le nombre népérien ) In(e) = 1 —oo

' La courbe de la fonction In|

(T) : y=x— 1 est une droite tangente a la

courbe (Cj,) en A(1,0)
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Section I @ Fonction logarithme népérienne

Dérivée de la fonction : x — Inlnu(x)

Soient u# une fonction dérivable, strictement positive sur un intervalle /, et v une fonction définie sur
10, +oo[ par : v(x) = In(x)
Donc la fonction v o u est bien définie et dérivable sur / et on a :

(vou) (x) = u (x) x v/ (u(x)) = L

u(x)
T (Théorme)

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle / et strictement positive sur I alors la fonction

£(x) = In(u(x)) est dérivable sur I eton a: (Vx € I); f(x) = L

u(x)
' Exemple

On considere le fonction f définie sur / =] — oo, 1[U]2, +oo[ par : f(x) = In (££])

Comme la fonction u : x — % est strictement positive, et dérivable sur 7, alors la fonction f est

dérivable sur/ eton a :

Cply W) 22 3
(Vxel); fi(x) = ux) — HED T T FDG-2)

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle et ne s’annule pas sur / alors la fonction f(x) =

In(|u(x)|) est dérivable sur I etona (Vx e I); f'(x) = %

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle / et ne s’annule pas sur [ alors les fonctions primi-

' (x)

tives de la fonction x — Tx) sont les fonctions x — In(|u(x)|) + ¢

/
u

\ J

Application
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Déterminer les fonctions primitives des fonctions suivantes :
flx)= xzfl_zi+4
h(x) = le_l
8(x) = tan(x)
u(x) = xlnl(x)
vix) = 2x2—Zx—3
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Section I ® Fonction logarithme népérienne
Limites référentielles :
. In(x)
: _ 5- 1 =0
1= xlg(r)l-rln(x) - e X
. _ 1
2— limxIn(x) =0 6— lim n(x) =0; (avecn e N¥)
x—0F x—>oo  xM
3— xl_l)l’(l)lern In(x) =0"; (avecn € N¥) 7_ limln(x) 1
x—lx—1
4— lim 1 = +oo
Jim n(x) =+ . limln(x—l—l) _q
x—0 X
m )
_ — Preuve
___ 2— Onposet:}c,alorsx:%etsix—>0+ona:t—>+oo
| . 1 1 ) In(z) y
— Donc: lim xIn(x) = lim -In{ - | = lim ———= =0
|
— 3— lim x"In(x) = lim ! (xIn(x)) = 0~
— et (x) x—0+ (xIn(x))
6— tim M) i L (I «
X—rdoo  xM x—fooxt—1 X e
7— Soit f la fonction définie sur |0, oo par : f(x) = In(x) g
On sait que f est dérivable en 1 et que : f/(1) =1 =
1 - f@ &
Par suite : lim o) — i 28 =S gy p
—lx—1 x=1 x—1 8
8— Onposet =x+1,alorsx=t—1letsix—0ona:t—1 :
1 1 In(z
limM _ limﬁ =1 2
=0 X t—1t— 1 =
O
Z
=)
' Exemple <5
Déterminer les limites 1suivantes : ) :
1) lim 2In (H 3) lim 2 X+ =
x—rte x =0 x2—x >
. In(x? +x) . In(x®+2x—2) =
L) 4) lim— = =/ &)
1 In(1+1
lim 2In (” ) — Jim x (M)
X——+o0 X X——+o0 T
Onposet =1, alorsx=1 etsix— fooonar— 0"
1 1 (In(14¢
Donc : lim x’In <i> = lim — (M> =0
X—>-o0 X t—0t 1 t
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Section I ® Fonction logarithme népérienne

1 In(1
Car: lim - =0 et lim (M> _1

t—0t ¢ t—0t t

2
lim In(x*+x) ~ lim In(x(x+1)) — lim In(x) +ln(x—|—1)
x—teo  x—1 x—teo  x—1 x—toox — 1 x—1

1
Comme lim n(x) =0 ; lim =1 ; lim = lim —= =0 (on pose
x—+oe0 X x—oox — 1 x—=4e0 x4 1 x—+oo

. . X
t=x+1,8ix—> 4o ona t—>+4) et lm =
x—+oox — 1

1 2
Alors lim M
x—=teo  x—1
. X 4x+l . In(Hx+1) 24+x . In(x+x+1) x41
m m X = lim
x>0 x2—x x—0 X2 4+x xX2—x x50 x24x x—1
Et puis el,mln(x2+x—|—1)
uisque lim———
puisq x—>g X2 4+x
1
m n(x 2+x+1) B limln(t+1)
x—0 x4+ x t—0 t

L. X
Et aussi lim =1
—0x—1

2
1
Donc : limx_‘z_—x—I_ =
x—0 X“—X

. In(@®+2x—2) . In(x*+2x-2) x¥®*+2x-3

=0

=1 car:onposet=x>+x,alorssix —0onat — 0

=1

—1

[32]
_l_
o
—
=]
—~
=
_|_
—_
~—
—_
=
—~
~
~—

= X
T 2 ax—5 P t2x—2-1 R2+44x—5

In(x3+2x—2
Comme:limmzl (car:onposet:x3—i—2x—2alorssix—>1onat—>1)
;H1x33+2x—2—1
. In(x>+2x—2) . In(z)
d Im——— =lim—=~ =1
one xl—r>r%x3—|—2x—2—1 i —1
O3 (P4x+3)x—1) 5

Et ili = - =
I 4 —5 1 @+ 5)-1) 6
In(x*+2x-2) 5
D N 1. _— = —
one: x244x—5 6

Application

Partie 1

On considere la fonction g définie sur [0, +oo| par : g(x) =x— (x+ 1)In(x+1)

Calculer lim g(x)

X—>o0
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Montrer que (Vx € RT) ¢'(x) = —In(x+1)
En déduire que la fonction g est décroissante sur R, et que (Vx € R1) g(x) <0

Partie 11

In(x+1)—x

On considere la fonction f définie sur | — 1, +oof par : f(x) = ——

=

Soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (0,7; ])
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Section IT @ Fonctions logarithmiques de base a

avec |[i]| = 2cmeet ||j]| = 2cm
Etudier la continuité de f au point xo =0 :

Etudier la dérivabilité de f en 0, puis donner une interprétation géométrique de ce résultat.

. . . In(x+1)—x 1
Indication : lim——— = —5
( =0 X 2 )
Calculer : lim f(x) ; lim f(x), puis donner une interprétation géométrique de ces résul-
X—rtoo X (—1)*

tats.

Montrer que : Vx €] — 1,0[U]0, +-oo[; f/(x) = xzi(c)—?l)

B Etudier les variations de £, puis dresser sa table de variations

Tracer (Cy) dans le repére orthonormé (O,?,f)

m Fonctions logarithmiques de base «

Définition et regles de calcul VL

Définition
D Définition
Soit a un réel strictement positif et différents de 1
La fonction notée par log, définie sur ]0, 4o par : (Vx € ]0,+o0) ; log,(x) = %

S’appelle : 1a fonction logarithmique de base a

' Exemple

In(x)

1.CHAPTER 1 FONCTIONS LOGARITHMIQUES

e Pour:a=e;onaura:log,(x) = In(e) = In(x)
In(a
o log,(a) = 4 =1
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Section IT @ Fonctions logarithmiques de base a

Propriété et regles de calcul
Toutes les propriétés de calcul qu’on a vu concernant la fonction In restent valables pour la fonction
log, .

» (Vx> 0) (Vy > 0);log,(xy) =log,(x)+1log,(y)

> (Vx> 0);log, (1) =—log,(x)

> (Vx> 0) (Vy>0);log, (%) = log,(x) —log,(y)
)

> (Vx> 0) (VreQ);log,(x") = rlog,(x)
. J

Preuve

Pour démontrer les propriétés précédentes il suffit d utiliser la définition de la fonction log,, et les

propriétés de la fonction In

La monotonie

Soit a un réel strictement positif et différents de 1
On considere la fonction f, définie sur |0, 4-oo[ par : f,(x) = log,(x) = %
Comme la fonction x — In(x) est dérivable sur |0, 4|, alors la fonction fest dérivable sur |0, +oo[ Donc

(Vx €]0,400]); f/(x) = #)

~ xln(a
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Section IT @ Fonctions logarithmiques de base a

Sia €]0,1[ alors In(a) <0 Sia €]1,+eo alors In(a) > 0
Donc (Vx €]0,4-c0[); f/(x) <0, Donc (Vx €]0,4-c0[); f'(x) > 0,
Alors f est strictement décroissante Alors f est strictement croissante

sur 0, 4-oof sur |0, +oo

oo oo

2 .
(e)
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Cas particulier a = 1MlﬁgMe décimal

D Définition

La fonction logarithmique de base 10 s’appelle la fonction logarithmique décimal et se note
par log

n
(Vx €]0,4-e9[); log(x) = -

log(10) = 1

(Vx> 0) (Vre Q); log(x) =r<x=10"
(Vr € Q):log (10") = r

(Vx> 0) (¥r € Q); log(x) > r < x > 107

1.CHAPTER 1 FONCTIONS LOGARITH

(Vx>0) (VreQ);logx) <re0<x< 10 )
\
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Section II @ Fonctions logarithmiques de base a Q

—e Preuve
log(10) = }Eﬁg; =1; (log,(a) = 1)
(Vx> 0) (vVr € Q); log(x) =r < IL“((I’B)) =r
< In(x) = rin(10)
< In(x) =1n(10")

Sx=10"

(Vr € Q); log (107) = rlog (10) = r

(Vx> 0) (Vre Q); log(x) >r< % >r
< In(x) > rIn(10); (car In(10) > 0)
< In(x) > In(10")

< x > 10" ; (car la fonction In est strictement croissante )

Application

Résoudre dans R I’équation log(x+ 1) = log,  ; (x)

Résoudre dans R I’inéquation : log, (x) > log,(2)
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