Barycentre dans le plan
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Barycentre dans le plan

Les orientations pédagogiques

Capacités attendues

Avant de définir le barycentre, il sera utile
de sensibiliser les éleves sur la relation qui
existe entre cette notion en mathématique
et d’autres notions dans certaines

disciplines de la méme spécialité

On mettra en évidence le role du
barycentre et du produit scalaire pour
résoudre des problemes géométriques et
pour déterminer certains lieux

géométriques

Utiliser le barycentre pour simplifier une

expression vectorielle ;

Utiliser le barycentre pour établir

I’alignement de trois points "un plan;

Utiliser le barycentre pour établir

I’intersection de droites
Construire le barycentre de n points

Utiliser le barycentre pour résoudre des
problemes et pour déterminer des lieux

géométriques.

Contenus du programme

Fichiers utilisés dans la préparation du cours

Barycentre de n points, centre de gravité;

Propriété caractéristique du barycentre ;

invariance ; associativité ;

Coordonnées du barycentre dans un repere

donné

Les orientations pédagogiques.
Livre d’éleve (maxi)
Des sites électroniques.

Distribution périodique du programme de

mathématiques.




Section I @ Barycentre de deux points pondérés

u Barycentre de deux points pondérés

/7 /7 v
Point pondéré : -

Soient A et B deux points dans le plan.
On considere le point G dans le plan tel que : 2GA —3GB = 0

Déterminer E en fonction de @

m En déduire que le point G existe et unique.
Placer le point G.

_)
Est-ce qu’il existe un point M dans le plan tel que : m —m =0

P> Définition ¥ .\

Soit A un point du plan et o € R
Le couple (A, &) s’appelle un point pondéré
Le réel o s’appelle le poids ou la masse de A , On dit que le point A est affecté de coefficient o

h 4

Barycentre de deux points pondérés :

Soit A et B deux point du plan
_>
Montrer qu’il existe un seul point G tel que 5(74> = 2@ =0

Construire G

P> Définition ' & N\ 2

Soient A et B deux points et o et f deux réels ou o + 8 # 0.

Alors il existe un unique point G du plan tel que 06(74> + ﬁG? = 8 .

Ce point G est le barycentre des points A et B affectés des coefficients « et 3.
On dit que G est le barycentre du systéme de points (A; @) et (B;f3).

On écrit : G = Bar{(A;a),(B;B)}

L Remarque

1.CHAPTER 1 BARYCENTRE DANS LE PLAN

G = Bary{(a:00). 8:)} = A6 = LB
Cette relation assure 1’existence , I’unicité et la construction du point G
G = Bary{(A; ), (B:B)} < G € (AB)
Si G = Bary{(A;),(B;B)} et @ = B alors G est le milieu du segment [A, B]
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Section I @ Barycentre de deux points pondérés

— Exemple
5
Soit A et B deux points distincts du plan et G le point tel que C‘;K = 51@

Montrer que G = Bary{(A; ), (B;)} et aet B sont des réels a déterminer
Construire le point G

Application

Montrer que G est le barycentre des points pondérés (A, ) et (B; ) ou a et B deux réels a détermi-
ner dans chacun des cas suivants :

GA + GB =2BA
9AG 1 8AB = 0

y 4 4 Y 4

Homogénéité du barycentre

Si G est le barycentre de (A; o) et (B; ), alors pour tout réel k # 0, alors G est le barycentre
de (Aska) et (B;kf3).

Le barycentre de deux points pondérés ne change pas si on multiple ou on divise ses coeffi-
cients par le méme réel non nul , cette propriété s’ appelle Homogénéité du barycentre

o —

Soit G est le barygsntre de (A; ) et (B; ﬂ)gna:
a(ﬁJrﬁG?: 0 #ka(ﬁJrkﬁG?: 0
= G = Bar{(A;ka), (B;kB)} (Car ko+kB #0)

Exemple

Les point pondérés (A;60) et (B; —40) ont le méme barycentre que les points (A;3) et (B;—2)
1
k = —
ona ( > 0)
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n Esitionmarycentre :

Soit G = Bary{(A;),(B;B)} ou ot x B #0

"D SiaxB>0 alors GelA,B]

Wl SiaxB<0 et |af>|B] Alors G¢[A,B]etGe[BA)
Bl SiaxB<0 et |a|<|B| Alors G¢[A,B|etG¢I[A,B)

J
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Section I @ Barycentre de deux points pondérés

Exemple
Déterminer la position de G tel que G = Bary{(A;3),(B;2)}

Propriété caractéristique du Barycentre : P\ N

Propriété

Soit (A; o) et (B; ) deux points pondérés du plan tels que o + 3 # 0.

G = Bary{(A; ), (B;B)} si et seulement si pour tout point M du plan, on a :

aMA + BMB = (o + B)MG

Ona:amwﬁ:a(er@i)w(mi@:(w VMG 4+ aGA+BGE .

Or si G est le barycentre d%A; o) et (B;B), aGA +[3G§ =0 .
D’ou I’égalité : aMA + BMB = (a+ B)MG .

=

ol

U Remarque

On a G = Bary{(A; @), (B: B)} & aMA+ BMB = (ot + B)MC.
En choisissant M = G on trouve a(ﬁ-ﬁ-ﬁ(}? - 7.

En choisissant M = A on trouve AG = ﬁﬁﬁﬁ

(04
En choisissant M = B on trouve Iﬁ = mlﬁ

— Exemple
Soit G = Bary{(A;2),(B;1)}
A . . —
Déterminer 1’ensemble E des point M du plan (P) tels que ||2MA + Aﬁ“ =AB
Construire I’ensemble E

Appiication

Soit ABC un triangle et G le barycentre des points ponderess (4, 3) et (B,5)
Construire le point G

Déterminer I’ensemble des point M du plan tels que H3m + SﬁH =12
Déterminer 1’ensemble des point M du plan tels que H3m + Sﬁ\ = AMA + 4]\@“
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Section I @ Barycentre de deux points pondérés

]%étermjner I’ensemble des point M du plan tels que le vecteur 3@? + 5m et colinéaire avec
B

Coordonnées du barycentre :

Soit A(x4,y4); B(xp,yB) et G(xg,y) sont des points du plan; avec G = bary{(A,a);(B,B)}

Déterminer les coordonnées des vecteurs OA , 0B
5 . —
Ecrire le vecteur OG en fonction des vecteurs OA , OB

En déduire les coordonnées de G en fonction de @ et 3 et les coordonner de A et B

— :
Le plan P est rapporter a un repere (O, i ,?), et A(xa;y4) et B(xp;yg) sont deux point du plan
alors les coordonnées du barycentre G du systeme (A; @) et (B; ) sont

g = oxs + Bxp et yo= oys+ By
o+p o+p

— LT

Soit G le barycentre du systeme (A% et (B;b).

Alors pour tout M du plan on a : aMA + bMB = (a+ b)m
Si M = O, on obtient aOA + bOB = (a+ b)%

EtOG = 4 0A+ 4508

. - axA aya bxp7 | by 7
Cest-a-dire OG = 75 +a+b]+a+b + )

3 axA+be a)’A +byg 7
Soit O atb ab -

s s axa+bxg . ayA+byB
DouG( A o

— Exemple
Déterminer les coordonnes de G
Soit A(1,1) et B(2,5); et G le barycentre de (A,2) et (B,—1)
Soit A(3,5) et B(2,1); et G le barycentre de (A, 1) et (B, —3)
Soit A(1,1) et B(2,2); et G le barycentre de (A,2) et (B, —3)
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Section II @ Barycentre de trois points pondérés :

m Barycentre de trois points pondérés:

Soit A et B et C trois points du plan

: =
Etudier I’existence d’un point G du plan qui vérifier : (1) (ﬁ — 3@ + 5@ =0
-3 5
Montrer que la relation (1) est équivalente a : Xé + TE + ZR

En déduire I’existence et I’unicité du point G
i i GK +5GC =0
Soit K le barycentre des point (A,2) et (B,—3) montrer que —GK +5GC = 0

o . W 4 A O
Définition :

) Définition ’ ‘ "

Soient (A, o), (B,f) et (C,7) trois points pondérés du plan tels que & + 3 + y # 0. Alors il existe
un unique point G du plan tel que aGA + B GE+ }/C? ~0.

G est le barycentre des points pondérés (A; @), (B; ) et (C; 7).

On écrit : G = Bar{(A; &), (B;B),(C;7)}.

Quels que soient a, B et y:

a674+BG?+y@=6><=>a@ﬁﬁ(@ﬁﬁ)ﬂ/((ﬁh@) _
@a(ﬁ—kﬁ@—kﬁﬁ—ﬂ/@ﬁ-yzﬁ:ﬁ
— (a+ﬁ+y)(ﬁ=—/3@—yﬁ
— (a+ﬁ+y)ﬁ=ﬁ,@+cﬁ

: . . B Y
L Sio+ P+ 0 alors I’équation équivaut a Xéz ﬁ—i— R
[1] B+v# q q o ey

Le point G existe et est unique.
. ) s S R ? ?, -
Si @+ B+ y =0 alors I’équation équivaut & BAB+ yAC = 0 .

Cette équation n’admet pas de solution si ﬁzﬁ + }/R = 6> et elle admet une infinité de
. . -
solution si ﬁﬁ—k }/ﬁ =0.
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Exemple

Soit ABC un triangle et G le point définie par 31@ = a + G? + G?'
Montrer que G = Bar{(A;a),(B;B),(C;y)} , ou et B et y des réel a déterminer
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Section I @ Barycentre de trois points pondérés :

Construire le point G

Homogénéité du barycentre : v,

Propriété

Si G = Bar{(A;a),(B;B),(C;y)} alors pour tout k € R* on a G = Bar{(A;ka), (B;kB), (C;ky)}

v Remarque
Si G =Bar{(A;a),(B;B),(C;7y)} alors G est le barycentre du triangle ABC

Propriété et caracteristique : N A 4

Soit (A; ) , (B;B) ,(C; ) trois point pondérés du plan tels que o« + +y # 0
G = Bar{(A;a),(B;B),(C;7)} si et seulement si pour tout point M du plan Pon a :

aerﬁﬁerA_fc:(aJrﬁer)m

ce résultat est appelée propriété caractéristique du barycentre

J
CJ Remarque
On alors : G = Bar {(A; @), (B: ), (C;7)} & aMA + BMB+yMé = (0 + B +7)MG
Si on prend M = A on obtiens :
A_G> = Lﬁ + LR ce résultat permet de construire le point G
B+a+y B+a+y

Application
Soit ABC un triangle et G le centre de graviter de ABC; on note H = Bary{(A,1);(B,3);(C,—2)}}
Déterminer I’ensemble des point M du plan puis le construire

3||MA + 3MB — 2MC)| = 2||MA + MB + MC||
Aﬂ+3m—2ﬁ et BC sont colinéaires
I|3MA +3MB — 2MC|| < AC

V4
<
1
A
=
[}
wn
V4
<
a
=
=4
=
V4
=
Q
>
o~
<
==
—
&~
=
=
a
<«
=
<
—

Cours https://steinmath.com 2023-2024


https://steinmath.com

Section I @ Barycentre de trois points pondérés :

Association du barycentre :

D> Définition -

Soit (A; ) , (B;B) ,(C;7y) trois point pondérés du plan tels que ¢+ + v # 0

Si G = Bar{(A;a),(B;B),(C;7)} et H= Bar{(A;a),(B; )}

alors G = Bar{(H;a.+B),(C;7)}

En d’autre termes : Le barycentre de trois points pondérés ne change pas si on remplace deux points
par leur barycentre avec un point qui est la somme de leur poids v

Application

Soit ABC un triangle et G le centre de graviter de ABC; on note G = Bary{(A,2);(B,3);(C,—1)}}
Soit H le point du plan tel que CTL}I = %@

Montrer que H = Bary{(B,3);(C,—1)}

En déduire que G est le milieu du segment [A, H|

Construire les point H et G

Déterminer 1(ensemble des points M tels que ||2m +3MB - MC || =2| |3m ~Mc I

Cordonnées du barycentre :

— = .
Dans un repere (O, i, j ) si A(xa;y4), B(xg;ys) et C(xc;yc) alors les coordonnées du barycentre
G du systeme (A; ), (B;B) et (C;y) sont :

oxa + Bxp+ yxc _oya+Bys+vyye
XGg = et yg=
a+pB+y a+pf+y
\ J

U Remarque

Le centre de gravité d’un triangles c’est le point d’intersection des médianes.
une médiane dans un triangles est une droite passant par un sommet et par le
milieu du coté opposé.

La bissectrice d’un angle est la demi-droite issu du sommet de 1’angle et qui
le partage en deux angles de méme mesure. Les trois bissectrices d’un triangle
sont concourantes en un point appelé centre du cercle inscrit au triangle.
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La médiatrice d’un segment est la droite perpendiculaire a ce segment en son
milieu. (c’est I’axe de symétrie du segment). Les trois médiatrices d’un triangle
sont concourantes en un point appelé centre du cercle circonscrit au triangle.
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Section I1I @ Barycentre de quatre points pondérés :

Exemple
Dans un plan P on considéré les points A(1;2), B(3;9) et C(4;5)
Soit G = Bar{(A;—1),(B;2),(C;3)}
Déterminons les coordonnées du point G

m Barycentre de quatre points pondérés:

Y 9

Définition :

) Définition A ' ‘V

Soient (A, &), (B,B) , (C,7) et (D,{) quatre points onderes du plan tels que o —|— B+y+¢#0.
Alors il existe un unique point G du plan tel que «GA + ﬁG I Y(Y’ +¢G

G est le barycentre des points pondérés (A; @), (B;B), (C;y) et (D, §).

On écrit : G = Bar{(A;@),(B;B),(C;7),(D,§)}.

— Exemple

Soit ABCD un quadrilatere
Montrer que les point (A, —1) rt (B,3) et (C, 1) et (D, 1) admettent un barycentre
Construire le point G

Homogénéité du barﬂenp

Propriété

Si G =Bar{(A;a),(B;B),(C;7v),(D, &)} alors pour tout k € R* on a

G = Bar{(A;ka), (B;kB), (C:ky), (D,kC)}

1.CHAPTER 1 BARYCENTRE DANS LE PLAN

v Remarque
Si G =Bar{(A;a),(B;B),(C;7),(D,{)} alors G est le centre de graviter du quadri-
latere ABCD
Cours https://steinmath.com 2023-2024
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Section III @ Barycentre de quatre points pondérés :

Propriété et caracteristique :

Soit (A;a) , (B;B) ,(C;7y),(D,§) trois point pondérés du plan tels que a + B +7y+ ¢ #0 G =
Bar{(A;a),(B;B),(C;7),(D, &)} siet seulement si pour tout point M du plan Pon a :

aMA + BMB + yMC+ EMD = (a+ B + 7+ O)MG

ce résultat est appelée propriété caractéristique du barycentre

Association du barycentre : " _ W G

Y Définition AV P
Soit (A; ) , (B;B) ,(C;y) et (D, ) quatre points pondérés du plan tels que @+ +y+ & #0
SiG = Bar{(A;a),(B;B),(C:7),(D,C)} et H = Bar{(A; @), (B; B)} et K = Bar{(C;7),(D,¢)}
alors G = Bar{(H;a+pB),(K;y+{)}
En d’autre termes : Le barycentre de quatre points pondérés ne change pas si on remplace deux
points par leur barycentre avec un point qui est la somme de leur poids

e g 8@ 80
|

— Exemple
Soit G le barycentre des point (4,2) et (B, —1) et (C,2) et (D,—1) ,Ile milieu du segment [BD] ,
J est le milieu de [AC] et K le barycentre de (A,2) , (B,—1) et (C,2)
Montrer que G le barycentre de K et D effectues des coefficients que 1’on précisera
Montrer que G est le barycentre de [; A et C, affectes des coefficients que I’on précisera
Montrer que les point G, I et J sont alignes

CordonnéeMaryM :

—- .
Dans un repere (O, i ,?) si A(xa5y4), B(xg;yB) » C(xc;yc) et D(xp;yp) alors les coordonnées du

barycentre G du systeme (A; ), (B;B) , (C;y) et (D,{) sont :
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_oxa+ Bxp+ yxc + Cxp _oya+Bys+vyve+Cyp
xXGg = et yg=
oa+pB+y+¢ oa+B+y+¢
N J
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Section III @ Barycentre de quatre points pondérés :

— Exemple
Déterminer les coordonnes de G

Soit A(1,1) et B(2,5) et C(1,3) et D(1,1); et G le barycentre de (A,2) et (B,—1) et (C,3)
et (D,—1)

Soit A(1,3) et B(0,5) et C(1,—3) et D(—1,—1); et G le barycentre de (A, —2) et (B,—1) et
(C7_3) et (Da_l)

Soit A(0,4) et B(2,6) et C(3,2) et D(1,2); et G le barycentre de (A, 1) et (B, =3) et (C,2)
et (D,—4)

Application

Soit ABCD un rectangle de centre O et I le milieu du segment [AB]

Construire les point suivants :

E : le centre de gravite du triangle ABC

F : le barycentre des points pondérés (C, 1) et (D, 3)
Soit G le milieu du segment [ED] , Montrer que G = Bary{(A?1);(B,1);(C,1);(D,1)}
Montrer que G € (IF)
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