iques(Rappel et compléments)
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Généralités sur les fonctions
numériques(Rappel et

compléments)

Les orientations pédagogiques

Capacités attendues

- On habituera les éleves a déterminer les
variations d’une fonction numérique a partir de
sa courbe représentative tout en accordant de
I’importance a la construction des courbes;;

- On traitera la résolution graphique d’équations
et d’inéquations de la forme : f(x) =c ; f(x) <
5 f(x) =g(x) 5 f(x) <g(x) 5 f(x) <g(x);

- On utilisera dans la limite de ce qui est
disponible les calculatrices et les logiciels pour
étudier des fonctions;

- Il est souhaitable de traiter des situations

choisies dans d’autres domaines.

- Comparer deux expressions en utilisant
différentes techniques;

- Déduire les variations ou les extrémums ou le
signe d’une fonction a partir de sa
représentation graphique ou a partir de son
tableau de variation ;

- Reconnaitre les variations des fonctions f+ A
et A f a partir des variations de la fonction f;

- Utiliser la courbe représentative au le tableau
de variations d’une fonction pour déterminer
I’image d’un intervalle et résoudre des équations

et des inéquations;

Les prés-requis

Les extensions

Généralités sur les fonctions en TCS

L’étude des fonctions




Section I @ Fonction majorée-Fonction minorée-Fonction bornée

n Fonction majorée-Fonction minorée-Fonction bornée

| Activité

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) =

x2+1
Montrer que : (Vx € R); f(x) <1

L’équation f(x) = 1 admet-elle une solution dans R ?
Montrer que : (Vx € R); f(x) >0

Résoudre dans R 1’équation f(x) =0

En déduire que : (Vx € R); 0 < f(x) < 1

> Définition A ¥ A N
Soit f une fonction définie sur un intervalle / de D .

» On dit que f est majorée sur / s’il existe un réel M tel que : (Vx € I), f(x) < M.Le réel M
s’appelle un majorant de f sur /.

=
[
| 4

» On dit que f est minorée sur / s’il existe un réel m tel que : (Vx € I), f(x) > m.Le réel m
s’appelle un minorant de f sur /.

» On dit que f est bornée sur [ s’il existe deux réels M et mtel que : (Vx €l),m < f(x) <M

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle / de Dy.

La fonction f est bornée sur I’intervalle 7 si et seulement s’il existe un réel positif M tel que :(Vx €
n,|fx)l <M
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— Exemple

e [La courbe %f est au dessous de la
12 3 4 5 edroite d’équation y := M.
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Section II @ Fonction périodique

e [.a courbe ‘Kf est au dessus de la
droite d’équation y := m.

i

e La courbe ¢ est inclus dans la
(barre définie par les droites d’équa-
. | | tionsy=mety=M

Application
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2x2+1 T
On considere les fonctions f et g définies par : f(x) = —s——etg(x) = 5—— =
f 8 p f ( ) x2 +1 8 ( ) xz 43 i
Montrer que f est majorée par % sur R. >
=9
Montrer que g est minorée par 1 sur R. é
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Section IT @ Fonction périodique

' Activité

On considere la fonction f définie sur R par la courbe représentative ci-dessous :

2

1

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Vérifier que : f(1) = £(3); £ (3) = f(3) et f(1) = £(3);
¥ Quelle est Ia relation entre f(x+2) et f(x) ot x € R?

La fonction représentée ci-dessus est définie sur R par : f(x) = cos(zx).
Confirmer les résultats de la question 1-a).

3 Montrer que (Vx € R); (x—2) e Ret (x+2) € Ret f(x—2) = f(x+2) = f(x).On dit
dans ce cas que la fonction f est périodique de période 7' =2

) Définition y N -
Une fonction f est dite périodique de période T si et seulement si , pour tout réel x € Dy, on a :
(x+T) €D Nf(x+T) = f(x)

'
|
p—

[ Remarque

Si f est définie sur D Jf et périodique de période T alors il suffit de I’étudier sur Dy N
[0:TJ ou Dy [-733 5]

— Exemple

» La fonction x — cos(x) est périodique de période T = 27;
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» La fonction x — sin(x) est périodique de période T =27

» La fonction x — tan(x) est périodique de période T = .

Application
2

3
Soit f une fonction périodique de période T = 3 et définie sur [0; 5] par: f(x) =x°—x.

Calculer £(2020) et f(1441).
Déterminer I’expression f(x) sur R
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Section III @ Extremums d’une fonction

Application

Soit a un réel strictement positif. Montrer que les fonctions x — cos(ax) et x — sin(ax) sont

P 2.9 )
périodiques et de période T = <.

Déterminer la période de chacune des fonctions suivantes : f : x — cos (%x) et g : x> sin(2x)

m Extremums d’une fonction

) Définition 44 N
Soient f une fonction définie sur un intervalle I de Dy et xg € 1.
> f(xo) est le minimum de f sur [ si et seulement si : (Vx € I), f(x) > f(xo) et on écrit :
[f(x0) = min f(x)
xel
> f(xp) est le maximum de f sur [ si et seulement si : (Vx € I), f(x) < f(xo) et on écrit :
f(xo) = max f(x).

» Le maximum et le minimum sont appelés les extremums de la fonction f.

Application

On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = %
X

Montrer que % est une valeur maximale de la fonction f sur R.

Montrer que —% est une valeur minimale de la fonction f sur R.

m Monotonie d’une fonction

» Définition
Soit une fonction f définie sur un intervalle I. > f est croissante sur I < (V(a;b) € I?),a < b =
fla) = (D).
> f est décroissante sur I < (V(a;b) € I?),a < b= f(a) > f(b).
> f est strictement croissante sur I < (V(a;b) € I?),a < b = f(a) < f(b).
B> f est strictement décroissante sur I < (V(a;b) € I?),a < b= f(a) > f(b).
> f est monotone sur / si elle est croissante ou décroissante sur /.
> f est strictement monotone sur / si elle est strictement croissante ou décroissante sur /.
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Section IV @ Monotonie d’une fonction

Taux de variations :

) Définition N
Soit une fonction f définie sur un intervalle / et soient a et b deux nombres distincts de 1’intervalle

1.
fla)—f(b)
a—>b

Le nombre T (a;b) = s’appelle le taux de variation de la fonction f entre a et b..

Soit une fonction f définie sur un intervalle 7 .
» f est croissante sur / si et seulement si, quels que soient les nombres distinct a et b de I on
a:T(a;b) >0
» f eststrictement croissante sur / si et seulement si, quels que soient les nombres distinct a et
bdelona:T(a;b)>0
» f est décroissante sur / si et seulement si, quels que soient les nombres distinct a et b de  on
a:T(a;b) <0

» f est strictement décroissante sur / si et seulement si, quels que soient les nombres distinct a

etbdelona:T(a;b) <0
. J

Soit f une fonction définie sur un ensemble Dy symétrique par rapport a 0 et soient / C Dy NR™ et
I’ son symétrique par rapport a 0.

(RAPPEL ET

2

» Soit f paire, ona: si f est croissante sur / alors f est décroissante sur I’ et si f est décroissante
sur I alors f est croissante sur I’

)

» Soit f impaire, on a: si f est croissante sur [ alors f est croissante sur I’ et si f est décroissante
sur / alors f est décroissante sur /’

\ J

(Sens de variation de la fonction f+ 1)

COMPLEMENTS

Soit f une fonction définie sur un intervalle 7 et A un réel. Si f est monotone sur [ alors f et f+ A
ont méme sens de variation sur /.

2

(Sens de variation de la fonction A f)

2

Soit f une fonction définie et monotone sur un intervalle 7 et A un réel.
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» Si A > 0 alors les fonctions f et A f ont méme sens de variation sur /.

» Si A < 0 alors les fonctions f et A f ont des sens de variation contraires sur /.

Application
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x> — 2|x| +3

1.CHAPTER 1 G

Montrer que la fonction f est paire.
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Section V @ Représentation graphique des fonctions x — v/x + a et x — ax’

Montrer que la fonction f est minorée par le nombre 2.

Montrer que la fonction f est croissante sur |1;+4-oo[ et décroissante sur [0;1] .

En déduire les variation de la fonction f sur les intervalles | —oo; —1] et | — 1;0] .

n Représentation graphique des fonctions x+—— /x+a et x— ax’

P> Définition L U O

La courbe représentative de la fonction f dans un repere est I’ensemble des points de coordonnées
(x; f(x)) ol x parcourt le domaine de définition D de la fonction f Elle est souvent notée €
L’équation de cette courbe représentative est : y = f(x).

La courbe représentative de la fonction carrée s’appelle une parabole et celle de la fonction inverse
une hyperbole.

Etude de la fonction x — Vx+aouaceR »

( Activité
Soit f la fonction définie par : f(x) = v/x+a ou a € R et soit € sa courbe représentative dans un
repere orthonormé.
Déterminer Dy.
Etudier les variations de f.

Tracer la courbe 6 pour a = 0 et pour a = 2.
(On remarque que la courbe %> est une image de % par la translation de vecteur —2/)

J

X —a ~+o0

Soit f la fonction définie par f(x) = v/x+a . £(x) /

» L’ensemble de définition de la fonction f est: Dy =

COMPLEMENTS)

[=a;+o9]. )
» La fonction f est croissante sur Dy.
i
» Tableau de variations et représentation graphique :
—a 0 X
\ J

1.CHAPTER 1 GENERALITES SUR LES FONCTIONS NUMERIQUES(RAPPEL ET
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Section V @ Représentation graphique des fonctions x — v/x +a et x — ax’

Etude de la fonction x — ax> oti a € R*

' Activité

Soit f la fonction définie par : f(x) = ax
orthonormé.
Etudier la parité de f.
Etudier les variations de f.
Tracer la courbe € pour a = 1.

Propriété

Soit f la fonction par f(x) = ax® tel que a # 0 .

3 ol a € R* et soit ¢’y sa courbe représentative dans un repere

» L’ensemble de définition de la fonction f est: Dy = R.
» La fonction f est impaire.

» Tableau de variations et représentation graphique :

X —o0 0 ~+o0 X —o0 0 +o0

J

=
=
—
=
Ay
Ay
<
&
9]
=
S
o
[
~
=
=
=
z
W
Z
o
= =
S
Z 7z
C w
= =
N @
=

= =
=
D O
©w O
9]
=
|2
]
o
<
o
=
Z
=
&}
—
~
=
[
Ry
<
=
<
—

Cours https://steinmath.com 2023-2024


https://steinmath.com

Section VI @ Comparaison de deux fonctions

m Comparaison de deux fonctions

Résolution d’une équation

Résolution d’équation f(x) =k |

On trace la droite d’équation y = k et on lit les abscisses des points d’intersection avec la courbe.

Donc I’ensemble des solutions de cette équation est : S = {x;x2}

Résolution d’équation f(x) = g(x)

On trace les deux courbes (Cy) et (C,) et on lit les abscisses des points d’intersection.

. Donc I’ensemble des solutions de cette équation est : S =
{x15x2}

Résolution d’une inéquation

Résolution d’inéquation f(x) > 0
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Donc I’ensemble des solutions de cette in-
équation est : S =]X1; Xa[U]X3; 40|
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Section VI @ Comparaison de deux fonctions

Résolution d’inéquation f(x) < g(x)

' Activité

Soit f et g deux fonctions définies par : f(x) =x+

t =X.
ijleg()c) X

Déterminer Dy et Dy.
Etudier le signe de f(x) — g(x).
Comparer f et g.

Y Définition B W
Soient f et g deux fonctions. On dit que f et g sont €gales et on note f = g si :Dy =Dy, =D et
(vxeD)  f(x)=g(x)

— Exemple
Les fonctions u et v sont-elles égales ?
3x+1
u et v sont définies par u(x) =3 — ) etv(x) = xx—l_-i_l
52
u et v sont définies par u(x) = x et v(x) = —
X

P> Définition V¥ _ N\ 4

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle / tel que I C Dy N Dy.
On dit que f est supérieure ou égale a g sur / si et seulement si : (Vx € 1) f(x) > g(x)

T TE, :
N
L\ / 2
X) \ X2 X3 X

AV LIL
/ /

On a: Vx € [x1;x2] U [x3;400[; f(x) > g(x)
Autrement dit, I’ensemble des solutions de ’inéquation f(x) < g(x) est : [x1;x2] U [x3;4-o00]
I’ensemble des solutions de I’inéquation f(x) < g(x) est : xy;xp [U]x3; 40|
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Section VI @ Comparaison de deux fonctions

[ Remarque

L’inéquation f(x) < g(x) est un cas particulier d’inéquation f(x) < g(x) avec g la
fonction constante g(x) =k

Application

Soient f et g deux fonctions définies par : f(x) = x> —4x+ 5 et g(x) = *

1
* 7 ot €y et 6, leurs

=

courbes représentatives dans un repere orthonormé (0; IR ])

Donner le tableau de variations de f et celui de g.

Calculer f(3) et g(3).

Tracer €7 et 6, dans le méme repere.

Résoudre graphiquement I’inéquation g(x) < f(x).

Montrer que : Vx €]3;+oo;g(x) < f(x) < x° —5x> +8x—6 >0

3| En déduire les solutions de I’inéquation : x> — 5x% + 8x —6 > 0 dans I’intervalle |1;-oo|

Résoudre, algébriquement, dans ]1; o[ I’inéquation : P(x) > 0 ot P(x) = x> — 5x* + 8x — 6.
(On donne P(3) =0)
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