Généralités sur les fonctions =
numériques(Rappel et compléments) Fiche

1

Les orientations pédagogiques Capacités attendues
- On habituera les éleves a déterminer les - Comparer deux expressions en utilisant
variations d"une fonction numérique a partir différentes techniques ;
de sa courbe représentative tout en accordant || - Déduire les variations ou les extrémums ou le

de I'importance a la construction des courbes ; || signe d"une fonction a partir de sa représentation

- On traitera la résolution graphique graphique ou a partir de son tableau de variation ;
d’équations et d'inéquations de la forme : - Reconnaitre les variations des fonctions f + A et

fxX)=c; f(x)<c; f(x) =gx); f(x) < Af a partir des variations de la fonction f;

g(x); f(x) < g(x); - Utiliser la courbe représentative au le tableau de
- On utilisera dans la limite de ce qui est variations d"une fonction pour déterminer

disponible les calculatrices et les logiciels pour || I'image d"un intervalle et résoudre des équations
étudier des fonctions ; er des inéquations;

- Il est souhaitable de traiter des situations - Déterminer les ygriatiopgede g o f a partir de
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1 Fonction majorée-Fonction minorée-Fonction bornée

On considere la fonction f définie sur R par: f(x) =

x2

x2+1

Montrer que : (Vx € R); f(x) <1

L’équation f(x) = 1 admet-elle une solution dans R?
Montrer que : (Vx € R); f(x) >0

Résoudre dans R 1’équation f(x) =0

En déduire que: (Vx e R); 0 < f(x) <1

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de Dy .

On dit que f est majorée sur I sl existe un réel M tel que : (Vx € I), f(x) < M.Le réel M

s’appelle un majorant de f sur I.
: t B n réepud tel quIlE (Vx J), f e rg
le S ming i
quiil est réels M et 7iel qugll (Vx € IY® ) <
Soit f une fonction défifiie sur un intervalle I de Dy.

e
it

La fonction f est bornée sur l'intervalle I si et seulement s’il existe un réel positif M tel que

(Vx € I),1f ()l < M

Is'i :
rl
‘il e

N i — ela cgurbe G estau dessous de
-6 i 4 3 2 —\ /1 2 3 4 5 6 la droite d’équation y := M.

/v e La courbe %% est au dessus de

R la droite d’équation y := m.

Today bétter than yestérday; tomdrrow better than today
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2 y=M
/\ //\ . e La courbe ¢ est inclus dans
NS S NG T f/% la barre définie par les droites
a1 d’équationsy =mety =M
Application
2% +1 x+1

On considere les fonctions f et ¢ définies par: f(x) = 2l et g(x) = 213

Montrer que f est majorée par 3 sur R.

Montrer que g est minorée par 1 sur R.

2 Fonction périodique

Activité

I.
.
:

On considere la fonction f définie sur R par la courbe représentative ci-dessous:

Vérifier que : f(1) = f(3); f(2) = £ (2) et F1) = F3)
Quelle est la relation entre f(x + 2) et f(x) ot x € R?
pY La fonction représentée ci-dessus est définie sur R par: f(x) = cos(mx).
p p

Confirmer les résultats de la question 1-a).

Montrer que (Vx € R); (x—2) e Ret(x+2) € Ret f(x —2) = f(x +2) = f(x).On dit
dans ce cas que la fonction f est périodique de période T = 2

Une fonction f est dite périodique de période T si et seulement si, pour tout réel x € D¢, on a:
(x+T)eDs A f(x+T) = f(x)
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Si f est définie sur Dy et périodique de période T alors il suffit de I’étudier sur D; N [0; T] ou
D N [—T‘ I].

272

La fonction x — cos(x) est périodique de période T = 2m;

Remarque

La fonction x +— sin(x) est périodique de période T = 27;

La fonction x + tan(x) est périodique de période T = m.

Application

Soit f une fonction périodique de période T = 3 et définie sur [0; %] par: f(x) =x* —x.

Calculer £(2020) et f(1441).

Déterminer l'expression f(x) sur R

Application

Sojlla un ikl strictement positif. Montrer que les foncti x — bs(ax) et x — sin(
m s madg mde T = .
D & u fonctions suivarjills: f l— @] et ¢ : ¥ (

3 xtremums

Soient f une fonction définie sur un intervalle I de D et xy € L.

f(x0) est le minimum de f sur [ si et seulement si : (Vx € I), f(x) > f(xo) et on écrit :

fxo) = min f(x)

f(xo) est le maximum de f sur [ si et seulement si : (Vx € I), f(x) < f(xo) et on écrit :

f(xo) = max f(x).

Le maximum et le minimum sont appelés les extremums de la fonction f.

Montrer que 1 est une valeur maximale de la fonction f sur R.

BaRY.Lelten than yesterday. omerw.hetter than today

§ Application
X

15 : P ' X
RN On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = 21
Al
o
AN
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Soit une fonction f définie sur un intervalle I .
f i i 1lement gi s que ient les Mmbr
a: [
fe i Isi ent si, quelJliue soj
ae :
f ‘ : els q-so' t les

v
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<
e, 1

4 Monotonie d’une fonction

Définition

Soit une fonction f définie sur un intervalle I. > f est croissante sur [ & (Y(a;b) € I*),a <b =
f(a) < f0).

> f est décroissante sur I & (Y(a;b) € I?),a <b = f(a) > f(b).

> f est strictement croissante sur [ & (Y(a;b) € I?),a < b = f(a) < f(b).

> f est strictement décroissante sur [ & (Y(a;b) € I?),a <b = f(a) > f(b).

> f est monotone sur I si elle est croissante ou décroissante sur I.

> f est strictement monotone sur I si elle est strictement croissante ou décroissante sur I.

4-1 Taux de variations:

Soit une fonction f définie sur unintervalle ] et soienta et b deux nombres distincts de l'intervalle
L.
f(a) - f(b)
a-b

Le nombre T(a; b) = s’appelle le taux de variation de la fonction f entreaetb.

Propriété

ona: T(a;b) <0

f est strictement décroissante sur I si et seulement si, quels que soient les nombres distinct
aetbdelona: T(a;b) <0

Soit f une fonction définie sur un ensemble D¢ symétrique par rapport a 0 et soient C Dy N R*
et I’ son symétrique par rapport a 0.

Soit f paire, on a : si f est croissante sur I alors f est décroissante sur I’ et si f est
décroissante sur I alors f est croissante sur I’

Soit f impaire, on a : si f est croissante sur I alors f est croissante sur I’ et si f est

décroissante sur I alors f est décroissante sur I’

(Sens de variation de la fonction f + A1)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et A un réel. Si f est monotone sur I alors f et

f Touaybettertvariyesterday, tomorrow better than today
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(Sens de variation de la fonction Af)
Soit f une fonction définie et monotone sur un intervalle I et A un réel.
Si A > 0 alors les fonctions f et A f ont méme sens de variation sur 1.

Si A < 0 alors les fonctions f et Af ont des sens de variation contraires sur I.

Application

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x> —2|x| + 3
Montrer que la fonction f est paire.
Montrer que la fonction f est minorée par le nombre 2.
Montrer que la fonction f est croissante sur ]1; +0o[ et décroissante sur [0;1] .

En déduire les variation de la fonction f sur les intervalles | — o0;~1] et ] — 1;0] .

5 Représentation graphique des fonctions x — Vx +

et x
i0 s un repere est |'glisembifies
ine ion ID de lag@nctiog .Elle
at fell

ax>
d
S

e coord
e t n

La courbe représentatifilll de la fonction carrée s’appelle une parabole et celle de la fonction

inverse une hyperbole.

5-3 Etude de la fonction x — Vx+aouaeR

Soit f la fonction définie par : f(x) = Vx +a ol a € R et soit 4 sa courbe représentative dans
un repere orthonormé.

Déterminer Dy.
Etudier les variations de f.

Tracer la courbe €5 pour a = 0 et poura = 2.
(On remarque que la courbe %, est une image de % par la translation de vecteur ~21)
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Propriété
Soit f la fonction définie par f(x) = Vx+a. Al o0
L’ensemble de définition de la fonction f est : f) /
D = [—ll} +OO[. p
Y

La fonction f est croissante sur Dy. z F
" —

Tableau de variations et représentation |
graphique : 4 0 N

5-2 FEtude de la fonction x — ax3 ot a € R*

Soit f la fonction définie par : f(x) = ax® otta € R" et soit 4} sa courbe représentative dans un
repere orthonormé.

Etudier la parité de f.

Etudier les variations de f.

ttps://st

La fonction f est impaire.

Tableau de variations et représentation graphique :

X —00 0 +00 X —00 0 +00
f(x) /9/ £(2) \9\
Y Y
S % .
o
N X i
&, 0 0
]
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6 Comparaison de deux fonctions

6-1 Résolution d’une équation

6-1-1 Résolution d’équation f(x) =

On trace la droite d’équation y = k et on lit les abscisses des points d’intersection avec la courbe.

/"

6-1-2 Résolution d’équation f(x)

{x1; %2}

X1

6-2 Résolution d"une inéquation

X \
Donc I’ensemble des solutions de cette équation est : S = {xy; x}

= g(x)

On trace les deux courbes (Cy) et (C,) et on lit les abscisses des 7 7
A S

ction.

St

Donc I’ensemble des solutions de cette équation est: S =

6‘ Résolution d’inéquation f(x) > 0

Cr

X

oday better than yesterg

NG

Doncl’ensemble des solutions de cette
inéquation est : S =]X;; X,[U]X3; +00]
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6-2-2 Résolution d’inéquation f(x) < g(x)

1
Soit f et ¢ deux fonctions définies par: f(x) = x + p—

1 et g(x) = x.
Déterminer Dy et D,.
Etudier le signe de f(x) — g(x).

Comparer f et g.

Définition

Soient f et ¢ deux fonctions. On dit que f et ¢ sont égales et on note f = ¢ si:Df = D, = D et
(VxeD)  f(x)=gx)

Les fonctions u et v sont-elles égales ?

. u et v sont définies par u(x) =

2
Défi tion : ; / : ; l (
ti es sur alle I! Ic DM D,.

On d1t que f est supériefile ou égale a g sur [ si et seulement si: (Vxel) f (x) > g(x)

et v(x) =

T Y

- Cy)

Ona: Vx € [x1;x2] U [x3; +oo[; f(x) > g(x)
Autrement dit, I’ensemble des solutions de I'inéquation f(x) < g(x) est: [x1;x2] U [x3; +oo[
I'ensemble des solutions de I'inéquation f(x) < g(x) est: ]Jxq; x2[U]xs; +oo[
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L’'inéquation f(x) < g(x) est un cas particulier d’inéquation f(x) < g(x) avec g la fonction
constante g(x) =

Application

Soient f et ¢ deux fonctions définies par : f(x) = x> — 4x + 5 et g(x) =

Remarque

+1
3 et (ff et ‘Kg leurs

courbes représentatives dans un repere orthonormé (O; i j)).
Donner le tableau de variations de f et celui de g.
Calculer f(3) et g(3).
Tracer ¢; et ¢, dans le méme repére.
Résoudre graphiquement 1'inéquation g(x) < f(x).
Montrer que : Yx €]3; +oo[; ¢(x) < f(x) © x> =5x*> + 8x—6 > 0
B En déduire les solutions de I'inéquation: x* — 5x% + 8x — 6 > 0 dans l'intervalle ]1; +oo[

. Résoudre, algébriquement, dans ]1; +oo[ I'inéquation: P(x) > 0 ot P(x) = x> — 5x% + 8x — 6.

Nttps://ste
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