Limites des suites numériques

Les Pré-requis :

Calculer les termes dune suite définie par son terme général ou par récurrence.
Travailler sur les indices des suites.

Etudier la monotonie dune suite.

Les suites bornées majorées, et minorées.

Calculer le terme général et la somme de termes consécutifs pour les suites arithmétiques et géo-
métriques.

Les Compétences attendues :

Connaitre et utiliser la définition de la limite dune suite.
Etudier la convergence dune suite.

Déterminer la limite dune suite lorsqu’elle existe.

Raisonner par récurrence pour établir une propriété dune suite.

Etudier des phénomenes dévolution modélisables par des suites.
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Section I e GENERALITES SUR LES SUITES NUMERIQUES : Rappel

n GENERALITES SUR LES SUITES NUMERIQUES : Rappel

Suites monotones, majorées, minorées, et bornées :

) Définition
Une suite numérique

Une suite numérique est une application u définie SOUVENT sur N vers R.
On note Alors les suites numériques définie sur N par (u,),en ou tout simplement (u,).

Parfois on définie des suites a partir d’un certain rang no € N*, cad u: {n e N/n > ng} — R.
On les note Alors (up)n>n,-

> Défnition N SL B 4
[Suite monotone] Soient ng € N et (u,),>n, Une suite numérique ;
La suite (u,),>n, est croissante Si et seulement si, (Vrn > ng) , uy41 > uy.

La suite (uy)n>n, est décroissante Si et seulement si, (Vn > ng) , U1 < Up,.

e e 5
>

(ttn)
La suite (uy,) n>n, €st constante Si et seulement si, (Vi > ng) , ty41 = uy,.
(un)

La suite (#,),>n, est dite monotone Si et seulement si elle est croissante ou décroissante.

v Remarque

Pour la monotonie stricte il faut que les inégalités entre u,,4 et u, soit stricte.
U+l 2 Uy > Upy] —Up 2 0etupr) Sy < Up) —up <0

La suite (u,),>n, €St croissante <= up, < tpyt1 < Upg42 < ...

La suite (Mn)nzno est décroissante <= up, > Upy1 > Upyt2 2> ...

L’ opposée d’une suite croissante est une suite décroissante.

il Les suites constantes sont croissantes et décroissantes en méme temps.

> Définition
[Suite majorée, minorée, et bornée] Soient ng € N et (u,),>n, une suite numérique ;
On dit que la suite (u,) est majorée Lorsque : (AM € R) telque (Vn>ng)u, <M
On dit que la suite (u,) est minorée Lorsque : (dm € R) telque (Vn>np) m<u,
On dit que la suite (u,) est bornée Lorsque : (3(m, M) € R?) tel que (Vn > ng) , m < u, <M
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] Remarque

(uy) est bornée <= (u,) est majorée et aussi minorée.
(u,) est bornée < (JA € R™) tel que (Vn > ng) |u,| < A.
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Toute suite positive est minorée par 0, et toute suite négative est majorée par 0.
Toute suite croissante est minorée par son premier terme.

Toute suite décroissante est majorée par son premier terme.

Application

- 10n+8
Etudier la monotonie de la suite (u,) définie par (Vn € N) u, = Onto

2n+1
Montrer que la suite (—1") nest pas monotone.

Soit @ € R™. Montrer que la suite (a”) est monotone.

' Soution

10(n+1)+8 10n+18
Un+1 = =

2n+1)+1  2n+3
10n+18 10n+8 10n+15+3 10n+5+3

b

Up+1 —Up =

2n+3 2n+1  2n+3 2n+1
_5(2n+3)+3  5(2n+1)+3
- 2n+3 2n+1
3 3 3 3
=5 —(5 = —
+2n—|—3 ( +2n—|—1) 2n+33 2n+1
On sait que 2n+3 > 2n—+1 donc i3 < 1 donc up41 —u, <0

et par suite la suite (u,) est strictement décroissante.
~=1;-12=1;-1¥=-1 Alors (—1") nest pas monotone.
disjonction des cas : @ a = 1 ou a = 0 = " — ¢" = 0 = la suite (") est constante.

e0<a<l=a—-1<0=da""!' —a"=a"(a—1) < 0= lasuite (a") est décroissante.
ea>1=a—1>0=a""! —a"=d"(a—1)>0=>lasuite (a") est croissante.

Suites arithmétl‘quqes (3 géo-métriques :
» Définition

[Suite arithmétique et Suite géométrique]
La suite (u,) est dite arithmétique lorsque (IreR) (VneN) Upt] =Up+T
La suite (v,) est dite géométrique lorsque (3g e R*) (VneN) Vil =g X vy

Les nombres r et g sont appelés la raison de la suite.

Si (u,) est une suite arithmétique de raison r, alors:  (Vn,p € N)  u, =u,+r(n—p)
e En particulier pour p=0: (Vn € N) u, = up+rn
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Si (v,,) est une suite géométrique de raison ¢, alors : (Vn,p € N) Ve =vpxq" P
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e En particulier pour p =0: (Vn € N)v, =vg x ¢"

Si (uy,) est une suite arithmétique de raison r, alors :

n—p+1

(VpeN)(VneN)in>p=S,=up+upi1+...+u, = (up+u,)( 4 )
L n+1
e En particulier pour p =0: S=ug+uy+...+u, = (uo+uy)( > )
Si (v,) est une suite géométrique de raison g # 1, alors :
1— qn—p+l
(VpeN)(VneN)n>p=S,=v,+Vvpp1+..+v,=v, X (?)
4 qn—H
e En particulier pour p =0: S=vo+vi+...4v, =vgXx( 7 )
—q
Application
. . P ) Tu, + 15
La suite numérique (u,) est définie par récurrence : ugp =4 et (Vn > 0),u, 41 = W10 2
un D
% g g . . =4
Montrer par récurrence que la suite (u,) est minorée strictement par 3. =
Etudier la monotonie de la suite (uy,). E
=)
Déduire que (u,) est bornée. z
+5 &
On considere la suite numérique (v,,) définie par : (Vn € N) v, = n 3 E
un -
75]
Calculer vg %
m Montrer que (v,) est géométrique de raison g = 3. a
Déduire alors v, en fonction de n pour tout entier naturel 7. -
ﬂ Calculer la somme S = v3 +v4+... + Vg E
3V, +5 =
Montrer que (Vn € N) u,, = .
v, —1 i
&
4| Déduire u, en fonction de n pour tout entier naturel 7. =
Soution 5
pour n =0 uy =4 > 3. Soit n € N supposons que u, > 3 et montrons que u,y1 > 3 : "
3 Tu, +15 3 Tu,+15  3(up+9)  Tuy+15—3(u, +9)
u — = — — 3= — =
On a ntl U, +9 U, +9 U, +9 U, +9
~ Tup+15—3u, =27 4u,—12  4(u, —3)
N U, +9 w49 u,+9

Selon la supposition de récurrence On a u, >3 — u, —3 > 0= 4(u, —3) >0
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U, >3 = u,+9 > 12> 0donc u,| —3 > 0 par suite u,; > 3.
Conclusion : (Vn € N) u, > 3.

Soit n € N 1l faut déterminer le signe de v, —u, Ona:

Tu, +15 Tun+15  wy(uy+9)  Tup+15—u2 —9u,  —u2—2u,+15
Hntl = n = Uy, +9 T Uy, +9 B U, +9 - U, +9 - U, +9
B —u2 — Sup + 3u, + 15  —ttn(uy +5) +3(un +5)
B Uy +9 B Un+9
et — 1ty — (—tn+3)(up+5) _ —(un—3)(up+5)
U, +9 U, +9

D’apres la question (1) On a u, >3 donc u, —3 > 0= —(u, —3) <0

Par suite (Vn € N) u,41 —u, < 0 ce qui signifie que (u,) est strictement décroissante.
On a (u,) est décroissante donc majorée par ug = 4

et D’apres la question (1) (u,) est minorée par 3

donc (u,) est bornée plus précisément (Vn € N)/3 < u, <4

5 445
a)-Vo=quL _i0

uy—3 4-3
b)- Soitn € N
Tun+15 o Tun+15 50 +9)
" =3 T t15 T Tu 15 3(uat9)
u, +9 u, +9 u, +9

~ Tup+1545u, +45  12u, +60  12(u, +5)
C Tuy+15-3u, —27  du,— 12 4(u,—3)
Uy +5

=3x

=3xXvy,
u E—
Par suite (vn)nest géométrique de raison g = 3.
¢)- On a (v,) est géométrique de raison ¢ = 3 Alors :
(Vn € N) v, = vgx 3" =9 x 3" = 3"+2,
1— 310—1+1

1-3

310_1)_315_35
2 72

d)-SZV3—|—V4+...—|—V10=V3X( ):35X(

Soitn € NOna
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5
Vn = “"+3 > Vn(un—3) =Up+S5 = Vpttn — 3vy —uty —5 =0 = vpup —up = 3vp, +5
Uy —
3 5
= up(vp—1)=3v,+5=u, = Vnt
v — 1
3v,+5 3x 31245 3nt3gs
__an+t2 _ n _ _
Wl (vneN) v, =3"2etu, = T Donc (Vn € N) u, = ] 3]
Cours https://steinmath.com 2023-2024


https://steinmath.com

Section IT « LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

m LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Les suites de limite finie (Suites convergentes) :

On considere un papier qui prend la forme d’un rectangle ABCD de dimensions AB = 2m; et
AC = 1m. Nous plions le papier en suivant I’algorithme suivante

B On commence par calculer Sy la surface initiale du rectangle.

B Apres plier le papier sur le segment formée par les milieux des deux segments horizontales du
rectangle, On obtient donc un nouveau rectangle.

B Calculer Sy la surface du rectangle obtenu.

B Puis on plie le nouveau rectangle sur le segment formée par les centres des deux segments verti-
cales de ce rectangle.

B On refait les méme étapes en incrémentant 1’indice de Sj,.

On considere la suite numérique (S,)

Calculer les valeurs Sy, S; et S>.
S 2
Montrer que (Vn € N) S, = ?", Puis Déduire que (Vr € N) S, = o
e En utilisant Excel, Calculer S,, pour tout n entier naturel inférieur a 1000.
e Vers quelle valeur la suite (S,,) semble-t-elle tendre ?

P> Définition P @

[Limite finie d’une suite] On dit que la suite (u,) a pour limite le réel / quand n tend vers oo
LORSQUE tout intervalle ouvert contenant / contient tous les termes de la suite a partir dun
certain rang.

On note alors ngTw u, =1, ou tout simplement limu, =/

Autrement dit : 1_1)2’_1 Up =1 <= (Ve>0)ANeN)(VvneN)n>N = |u,—1| < ¢
n oo

e g @8 80
1
)

[ Remarque

Autrement dit, on peut trouver une valeur de N pour laquelle les termes de la
suite (u,) sont aussi proches que lon veut de .

Si liI_Il_l u, =1 € R Alors on dit que (u,) est convergente et converge vers [
n—y—+oo

Sinon on dit que (u,) est divergente.
lim u, =1 <= lim u,—1=0

n——+oo n—r—+oo

lup —1| <€ <= l—e<u, <l+¢& < u, €]l—¢;l+¢€| ¢caexplique la
premiere définition donnée au dessus.
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On peut utiliser une inégalité stricte dans la définition de convergence :

LIT u,=1 < (Ve >0)(INeN)(VneN)n>N = |u, — l|<e
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€
o 11 suffit de poser &' = 5 dans la premiere définition.

Application

1
En utilisant la définition, Montrer que lim — =0

—+eo 2
| Soution

1
Soit € > 0 11 faut trouver N € N* tel que (Vrn € N*) Sin > N Alors |—2 —0|<e.
n

1 1 1 1 1
Onsaitque |5 —0] <€ <= |5|<€ = 5 <€ -<\JVEe &= n>—
n n n n

NG

1 1 1
Donc Si on trouve N € N* tel que N > NG Alors(fneN)n>N=n> — < |5|<e.
n

NG

1 1
Il est clair que SiN = E(—=) + 10 Alors N > —
Ve VE

1 1
Conclusion : (Ve>0)(3NeN) (VneN)n>N== || <€ Etparsuite: lim — =0
n

n——+oo n
@y Théoréme

Si lim u, =1 Alors cette limite / est unique.

n—y+oo

Par absurde : On suppose que (3 ' # [ € R) tel que 11m up, =1let lim u,=10

n—s+oo

D’apres la définition On a : (Ve > 0)(3N; € N) (Vn E N) n>N = |u,— 1| <e¢
et aussi (Ve >0)(IN, eN) (VneN)n >N, = |u, —I'| < €.

|l_l/| 3 /
Poure‘:TcadZe‘:U—li
Ona(@AN;eN)(VneN)n>Ny = |uy— | <eEt(AN, eN) VneN)n >Ny = |u, —'| < €
On pose N = Max(N;,N,) Donc Vne Nyn>N=—=n>Netn >N,
Donc (VneN)n>N= |u,— | <eet|u,—l'| <€
Ce quidonne (Vn e Nyn >N = |u, —I|+ |u, — '] < 2e.
Or d’autre part d’apres 1’inégalité triangulaire On a (Va,b € R) |a+ b| < |a| +|b|.
Donc2e=|l=U|= |l —up+un—1U"| < |l —up|+ |ty = V| = lup— 1] + |un = I'| <2¢
Donc 2€ < 2¢ Ce qui est absurde.

1 1 1
Soit pe N*: lim — =0, lim — =0etplus généralement, lim — =0.
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n—s-o0 n n—s—+oo 2 n—+oco nP
2 Soitm € N*: lim — = 0 et plus généralement, lim —— =0.
. n—r—+oo \/_ p & n—r—+oo \/_
SoitacR:eSia=1Alors lim a"=1
n——4oo
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eSi—1<a<1Alors lim a"=0
n——+oo

(] Remarque

Sia < —1 Alors (¢"") nadmet aucune limite.
On considere la suite (u,,) définie par (Vn € N) u, = (—1)".
La suite (u,) est une suite qui prend successivement la valeur 1 quand n est pair

et la valeur -1 quand n est impair, donc elle nadmet aucune limite, (u,) est dite
une suite divergente.

Application
Calculer lim -1 n-i- !
n——+oo 3 3

' Soution

Ona—-1<— < 1donc lim <—> =0 «<— lim (—) +-—==0<«= Ilim (—) +

n—>~-oc0 n—+4oo \ 3 n—y—oo
1
3 3
D A

Les suites de limite infinie :

Les résultats du recensement générale de 1’habitat de 2014 assure que le nombre de la population
marocaine est prés de 34 millions.

les statistiques et les projections réalisées par le HCP pronostique que chaque année il y a une hausse
de population estimée par 1%. On considere la suite numérique (F,) définie par :

(Vn € N) P,= le nombre (par million) de la population marocaine a I’année 2014 + n.

Déterminer Py, P; et P
Déterminer B, en fonction de n.
Pronostiquer le nombre de la population marocaine en 2050.

Vers quelle valeur la suite (P,) semble-t-elle tendre ?

» Définition
| Les suites de limite infinie]

On dit que la suite (u,) a pour limite 4o quand 7 tend vers +oo LORSQUE :
pour tout réel A, I’intervalle [A; +oo[ contient tous les termes de la suite (u,) a partir d’un

certain rang.. On note alors liI_l'_l U, = oo ou tout simplement limu,, = +oo
n—s—+oo

Autrement dit : 1_1>rJrrl Up =+ <= (VA>0),@NeN)(VneN)n>N = u, > A.
n oo
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(uy,) a pour limite —oo lorsque, (—u;,) a pour limite +oo.
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[ Remarque

Si lim u, = 4oo Alors On dit que la suite (u,) Diverge vers +oo.

n—>+o0

Les suite divergentes sont les suites qui diverge vers oo ou les suites qui n’ad-
mettent pas de limites. Exemple : La suite (—1)" n’admet pas de
limite.

Application

2
Montrer en utilisant la définition que lim — —2 = 40

n—y—+oo
' Soution
2

Soit A > 0 Il faut trouver N € N tel que (Vn € N) Sin > N Alors % —2>A.

2 2
On saitque%—2>A — ’% SA+2 = 2 >3A46 < n> 3416

Donc Si on trouve N € Ntel que N > v/3A+6
2
Alors (Fn € N)n >N = n> \/3A+6 < %—2 > A.
Il est clair que Si N = E(v/3A+6) + 1 Alors N > v/3A+6
2

Conclusion : (VA>0)INeN) (VneN)n>N = % -2>A

2

. .. n
Et par suite : lim — —2 = 40
n——+oo

Soit g € Q7 : 1_i>m nd = oo,
n

—+oo
» En particulier, lim n = +4oo, lim n?> = +ooet lim /= +oo.
n—-+oo n—+4oo n—>—o0

Soita€R:Sia>1 lim a" = +oo.
n—r+oo

Opé ions sur les limites des suites :

y Remarque
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Les tableaux des Opérations sur les limites des fonctions qu’on a vu précédem-
ment restent valables pour les limites des suites.

Soient (u,) et (v,) deux suites, et deux réels [ et /.
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Proposition

Si lim u, = I l [ | 400 | —o0 | o0
n——+oo

Et lim v, = ! 400 | —o0 | o0 | —o0 | —o0
n—y+oo

Alors lim u,+v,= | [+1' | 400 | —00 | 40 | —co | FI.
n—y+oo

Proposition

Tmu, | 1 | L [ L L | L | foo] o] —=] 0
| limu, X vy, || 1.0 | 4o0 | —oo | —oo | 400 | 400 | —co | 400 | FIL |

Proposition

Casou lim v,#0

n——+-o0
Silimu, = [ I +o0 4o —o0 —o0 | Foo
Etlimv, = I'#0 | £eo [ I'>0[1I'<0|I'>0|1'<0 | +oo
[
Alorstim@ = | L | 0 | 4o | —oo | —oo | 4o | EL
vy, 14

Casou lim v,=0
n——+too

limu, || [ ou-4oe |[_o0ou—oco | [ 0u+oco |[_ou—oco| 0

limv, 0" 0" 0~ 0~ 0

im—2 | 4o —oo —oo +eo | FL
Vn

U Remarque

A FI. z signifie forme indéterminée : on ne peut pas déterminer la limite par
simple lecture du tableau.

170]
=
=
o
[
&
‘=
=
=
4
72]
=
[
(==
=)
170}
72]
=
=)
72]
=
[
()
=
o)
-
v
&
=
[
-5
<
=
=
v

oo 0
Les formes indéterminées FI sont : "+oo — 0" | "0 x ", "—" et "6".
o o]
L, signifie [ > 0 et [_ signifie < 0
lirJrrl v, = 07 signifie que (v,) converge vers 0 avec v, > 0
n—r+oo
lir_E v, = 07 signifie que (v,) converge vers 0 avec v, < 0
n——+oo
Application
Calculer les limites suivantes : lim —8n*+46n° —7n lim 5’13—_’1 lim n?+ L
n—s+-o0 T e —5n4-n3 T noteo n\/n
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N

' Soution

6 17
lim —8n*+46n° —7Tn= lim n* <—8—|————> = oo

n—r+oo n—y+oo

. . 6 7
Car: lim n*= 4o, lim ———3=0
n—y—+oo n—teepn 0

5n3 —n n3(5——2)
R e R T
n —dn+n n n3(_2+1) n _2+1
n n

) 1 .=
Car: lim —2:Oet lim —2:0
n—+oo n—+eo n

1 1 N
& lim n’+———/n= lim n*(1 = oo
.1mn+n\/ﬁ\/ﬁ 1mn(+ >+

n— oo n—r—+oo n3\/ﬁ B n2

: ) 1 . n
Car: lim n? = +oet lim 3—:06t lim \/—2_
N—s o0 n——+o n \/ﬁ n—+o n

=0

Application
Soit a € R, On considere la suite (S,) Définie par: (Vn€N) S, =1+a+a*+...+a"

[E—
N
W Ew
|
Sml —
Il
V)]

wn
» Calculer la limite lim S, S
n—r—-oo0 =
(Sontion” z
Soution =
S)
e Sia=1 Alors (Vn € N) §, =n+1 et par suite lir£ S, = oo, z
n—s o0 W
_ n+l E
eSia#1Alors(VneN)S,=1x R 4 (somme des termes d’une suite géométrique) =
Donc on distingue 3 cas : :
=
. . 1 . . . 1— a”“ 1 (=]
» Si—1<a<1Alors lim a*"!' =0 Et par suite lim S, = lim = . w
n—+oo n—s+-oc0 n—+eo 1 —a 1—a E
» Sia>1 Alors lirJrrl @' =40 Ora>1=1-a<0 S
n— o0 -
1 —gt! —
Et par suite lim S, = lim ———— = +oo.

n—s oo n—+eo |1 —qa —
» Sia < —1 Alors (a") diverge et donc (S,) diverge aussi. =
3
<
==
Q
—
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m Les criteres de convergence d’une suite:

La monotonie et la convergence :

Théoréme

Si (uy,) est une suite croissante et majorée, alors elle est convergente.

Si (uy,) est une suite décroissante et minorée, alors elle est convergente.

admis
11 suffit d’appliquer g} pour la suite (v,) définie par (Vn € N) v, = —u,

Application

Soit la suite (u,,) définie par : ug =4 et (Vn > 0),u,41 =

Tu, + 15

U, +9 °
Montrer que la suite (u,,) est décroissante minorée par 3. Et déduire :

' Soution

D’apres la deuxieme application dans ce cours on a la suite (u,) est décroissante minorée par 3 alors
(uy,) est convergente.

e g @8 80
1
)

[ Remarque

Si (u,) est une suite croissante non majorée, alors elle est divergente et diverge
Vers +oo

Si (uy) est une suite décroissante non minorée, alors elle est divergente et di-

VEerge vers -oo

Soit A > 0, comme (u,) est une suite non majorée, Alors (IN € N) tel que uy > A.
Et puisque (u,) est une suite croissante donc (Vn e N)n >N = u, >uy > A

C’est la définition de lim u, = +co.
n——+oo

Il suffit d’appliquer i pour la suite (v,,) définie par (Vn € N) v, = —u,

T (Théorme)

k Toute suite convergente est bornée.
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Section III @ Les criteres de convergence d’une suite :
On pose lim u, =1
p n—ytoo |

On a Alors tout intervalle ouvert contenant / contient tous les termes de la suite a partir dun certain
rang. ¢a veut dire que (Ing € N)/(Vrn > no)u, € |l — 1,1+ 1]

On prend : M=MAX{uo,uy,uz...un,, [ + 1} & m=MIN{ug,u,us...un,, [ — 1}

Par suite (Vn > 0)m <u, <M

y Remarque

La réciproque est fausse. Contre exemple : Si on considere la suite u, =
(=)™ (VneN)
la suite (u,) est bornée mais elle est divergente.

Attention : Si (u,) est croissante et majorée par o € R, (ou elle est décroissante
minorée par Q)
Alors (u,) converge mais ne converge pas forcément vers o.
Cependant les théoremes suivants nous donner une idée sur la limite

Limites des suites et comparaison (Limites et |l0rdre) :

T (Théorsme)

Soient (u,) et (v,) deux suites convergentes, et k € R.
Si (npeN) telque (Va>ng) u, <k Alors  lim uy <k
n oo

En générale Si (dng € N) telque (Vn>ng) u, <v, Alors lim u, < lim v,
_— n—-oo n——-oo
Par absurde supposons que ngrrl u, =1>k
n o
Ona 1_1)1}_1 up=1 <<= (Ve>0)ANeN)(VneN)n>N = |u,—l| < ¢
n oo

Sionprend €=[—k>0

Donc (ANeN)(VneN)n>N = |u, — 1| <l —k

Orona (dngeN) telque (Vn>ng) u, <k

Si on pose M = Max(N,ng)

Alors VneN)n>M = |u,—Il|<l—k et u,<k

Donc VneN)n>M—k—I<u,—Il<l—k et u,<k

Donc (VvneN)n>M —k<u, et u, <k Ce quiest absurde.
On applique le résultat §§ sur la suite (u, —v,) Pour k =0
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[ Remarque

De méme on a Si (dng € N) tel que (Vn > ng) k <u, Alors k< gr}rl U,
n oo
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Section III @ Les criteres de convergence d’une suite :

. Attention : Le théoreme suppose que (u,) et (v,) sont convergentes.
Faire entrer la limite sur une inégalité stricte ne donne pas forcement une in-
égalité stricte.
CAD Si (dng € N) tel que (Vn > ng) u, <v, Alors lim u, < lim v,

n——+oo n—r—-oo

1 1
EXEMPLE : (Vn>1) — >0Mais lim — =0
n

n—+oon
T Théoreme

Soit (uy) et (v,) deux suites numérique telles que (Ing € N) (Vr > ng) u, < v,
Si limu,, = 4-o0 Alors limv, = 4-oo
Si limv,, = —oo Alors limu, = —

—_—

Soit A > 0 on a limu, = +e0 => (AN € N) (Vn € N) n >N = u, > A.
Or (dng € N) (Vn > ng) u, < v,
Donc si on prend M = Max(N,ng) Alors Vn e N)n>M — v, > u, > A
Ce qui signifie que limv,, = 4o

Il suffit d’appliquer g} pour les deux suite (—vy,) et (—uy,)

T (Théoreme)
Soient (u,), (v,) et (w,) trois suites et [ € R..
Si e dng € N tel que (Vi > ng) v, < uy < wy,
e (v,) et (w,) sont convergentes et lim v, = lim w, =1
n——+o0 n—>—+o0
Alors (u,) est convergente et liI_E u, =1
n——+oco

— T —

Soit € >0, On a 1_1>rJrr1 vp=I[Donc (3N e N) VneN)n >Ny = |v,— 1| <€
n oo

EtOn a 1_1>rJIrl wp=1[1Donc (AN, eN) VneN)n >N, = |w, —I| < ¢
n oo
Or on a dng € N tel que (Vn > ng) v, < up, <wy,

Donc si on prend M = Max(ny,Ni,N>)

D’unepartOna (Vn e N)n>M = |v, — | < e Etv, <u, (CARn>N; Etn>ng)
Donc (Ve N)n>M — 1 —v, <€ Etl—u, <Il—v,

Donc (Vne N)n>M —1—u, <€

Etd’autre part Ona (Vn e N)n > M = |w, —I| < € Etu, < w, (CARn>N, Etn>ngp)
Donc (VneN)n>M —=w, — 1 <eBtu,— [ <w,—1

Donc (VneN)n>M — u,—1 <&

Etparsuite: (VneN)n>M = |u, — 1| < ¢ ce qui signifie que ngm ity = {1

~+oo

170]
=
=
o
[
&
‘=
=
=
4
170]
=
[
(==
=)
170}
72]
=
=)
72]
=
[
()
=
o)
—
v
-
=
[
-5
<
==
<
v

Cours https://steinmath.com 2023-2024


https://steinmath.com

Section III @ Les criteres de convergence d’une suite :

T (Tt
Soient (u,) et (&) deux suites et [ € R.
Sie(INeN)telque (VneN)n >N = |u,—I| < o,
e lim ¢, =0.
n—y+oo

Alors : (u,) est convergente et lim u, =1/
n—r—+oo

CExempLES o

11 suffit d’appliquer Le Théoreme des gendarmes sur les trois suite (u,), ([ — ) et (I+ o).

[ Remarque

Le théoreme de majoration est le plus utilisé dans les exercices.

Application

Calculer les limites suivantes : ] .
nlim(3n+5)" lim— limn—i—smn
n

n—+cosn
| Soution

»n
Bl soitneN*Ona3n+5>1= 3n+5)"">1= (3n+5)">3n+5 =
Etdonc (Vn € N*) 3n+5)" > 3n+5 ¢
Orlim3n+5 = +o &
Donc d’apres le Théoreme de comparaison lim(3n+5)" = + %
1 1
Bl soitn e N*/{1} Ona —1<cosn< 1= —1+n<cosn+n<1l+n=— < < :
I1+n = cosn+n =
! =
—1+n 4 : . 2
175
D Vn e N* /{1 < < =
one ( nl /" }1)1—|—n_cosn+n_—1+n _
wn
Or lim lim = -
Donc d’apres le Théoreme des gendarmes On a lim ———— =0 s
| ] n+closn | ) |
Bl Soitn e N Ona 1 <sinn<l=— <0< 1<y o2y -
1 bsinn 1 " " =
— n
Donc (Vne N*) — 41 < <-+1 E
n n <
1 1

Orliml — - =liml4+-=1 =
" " +sinn =

Donc d’apres le Théoreme des gendarmes On a lim n =0

n
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Section IV e Les suites de types v, = f(up) et uy1 = f(up) :

mles suites de types v, = f(u,) et u, | = f(u,):

v
Les suites de type v, = f(u,) : L
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x*> — 1, Et soit la suite (i), définie par

. 1
(Vne N*) u, = T

1
Montrer que (Vn € N*) f(u,) = o 1.

m up).

Calculer gmw u, et comparer nl_l}I}_loo fluy)etf (n1_1>+°°

n—+

Propriété

Si f est une fonction continue sur un intervalle ouvert /, et (u,),r une suite converge vers € I.
Alors La suite v, = f(u,) est aussi convergente et converge vers f (/).
Autrement dit : Si lim u, =/ etsi f continue en / Alors lim f(u,)= f(I)

n—s—+oo n——+oo

\
1 1
Calculer lim M
n——+oo 1

Soution

[

* - 1 —
On pose (Vn € N*) v, = \/ﬁetf(x)—
1 1

Donc on a (Vn € N*) f(v,) = nl—\/ﬁ

NG
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Donc lim ———— = lim f(v
n—s—+oo 1 n—)—l—oof( n)
n
Or lim v, =0et f est une fonction continue en 0

n—r-+oo

Alors d’apres la propriété gr}rl flvp)=f(0)=0
n oo
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Section IV e Les suites de types v, = f(up) et uy+1 = f(up) :

Les suites de type u, | = f(uy) :

Soit la fonction f définie par f(x) = v/5x+6,
Et soit la suite (u), définie par ug =5, et u,41 = f(un)

Déterminer f([5;6]), et résoudre dans I’intervalle [5;6] I’équation f(x) = x.
Déduire que (Vn e N) 5 <u, <6

Tracer Cy et ug, uy , up , u3 , uy et us. (GEOGEBRA)

Conjecturer graphiquement limu,,

KX Montrer que (u,) est croissante, et Déduire que (u,) est convergente.

m On pose limu,, = [, Montrer que [ est une solution de 1’équation f(x) = x
Déduire que [ = 6.

v Remarque

Soit une suite (u,),y et On considere la suite (v,),,cr définie par (Va € N) v, = 1.

Si (up), e est convergente Alors (v,),c €st convergente et ngr_?w Y, — nLuEm Up

=4
Soit f une fonction sur un intervalle 1, tel que | f(I) C I|. Et (uy),c une suite définie par E
, et (VneN) | uy1 = fluy)|. %
Si (un),cp €St| convergente | et converge vers [, Alors [ est un point fixe de f :
Autrement dit : Si EI}_] u, = [ Alors [ est une solution de I’équation f(x) = x =
n——+oo =
J E
Application ‘é’
P 2
Etudier la convergence de la suite (“n)neN définie par up = 1, et (Vn € N) u,1 = + ¥n cé)
=
( Soution -
x+2 L. - »
On pose f(x) = et/ =1[1;3]: Ona f estdérivable sur I donc sur | =
R X
) =
Eton a f'(x) = — < 0 Donc f est décroissante sur I >
X o=
ona f(I)=[f(3); f(l)]' 1 67,;] Donc | f(I) c I}, aussi Onalug =1 €I]et|uy 1 = flun) =
Comme (uy,),,c est décroissante minorée par 1 (simple a vérifier) Alors (uy,), o est|convergente
Donc d’apres la propriété si EIE u, =1 Alors [ est une solution de 1’équation f(x) = x
n oo
1+2
Onaf(l)=1 < i=l = I+2=1P% <= I=—1loul=2
Oronau, €lcar f(I)CI Doncl el Et par suite [ = 2
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Section V e Les suites adjacentes :

n Les suites adjacentes:

D> Définition Vé
[Suites adjacentes] Soient (u,) et (v,) deux suites numériques. On dit que (u,) et (v,) sont adja- l
centes si et seulement si :

(u,) est croissante (vn) est décroissante lim (v, —u,) =0

T (Théorme)

‘ Si (uy) et (v,) sont deux suites adjacentes, Alors elles sont convergentes et lim u, = lim v,.

n—-+-oeo n—r—+oo

v Remarque

De plus on a VneN) u,<I<w,

Application

Soient (uy,) et (v,) deux suites définies par: (Vn € N) u, = ————— et Vp =

I-+vn+1
Montrez que les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
---------------------------- 4 SOLUTION : % - < <<« <= oo oo oo

Soitn € N
1 1 l—vn+1—(1-+vn+2)

Dl — Wy = — =
T Vnt2 1—vatl (=it D)(1—+nt2)
1-vn+1—-14vn+2 vVn+2—+/n+1

(I1—vn+1)({1—+vn+2) (1—+vn+1)(1—+/n+2)
Oronavn+2—+vn+1>0 aussional—+vn+1<0etl—+vn+2<0
Donc (VneN) w1 —u,; >0
Ce qui signifie que La suite (u,) est croissante.

1 1 2v/n+1-2Vn+2

T2vnt2 2vntl  A/ntivant2
Orona2vn+1—-2vn+2<0 aussion a4dv/n+1v/n+2>0 Donc (Vn e N) v, 1 —

S
1
J’_
8
e

Soitn € Ny, | —v,
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v, <0
ce qui signifie que La suite (v,) est décroissante.
Soitn € N
" 1 1 2k 1-(1-vh+])
" —Virl 2Vl 2Vt 1(1—nt 1)
C2Yntl-14+vVa+l  3Vat1-1
S 2VntI(1—Vat+l)  2vn+1(1-Vnt1)
1 1
. \/YH_—I<3_ \/n—l-l) . 3 vn+1
T 2ntl(—vatl) 21— vut D)
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Section V e Les suites adjacentes : Q

Orona lim vn+1=Hoo Donc lim (u, —v,) =0
n—s-+oo e

n

Et par suite : les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
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